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Zusammenfassung 

Nach Bereitstellung der mathematischen Sprache zur Be

schreibung der wesentlichsten Kenngrößen eines Nachrich

tensystems mit zentraler Vermittlung wird das Problem 

der Kostenoptimierung derartiger Nachrichtensysteme mit 

Hilfe dieser Sprache als Optimierungsaufgabe formuliert. 

Die aus der entsprechenden Literatur ablesbaren Algo

rithmen zur Lösung bzw. näherungsweisen Lösung dieser 

Optimierungsaufgabe werden angegeben.Anschließend wird 

ein Algorithmus zur "lokalen Optimierung" des Anschluß

netzes genauer analysiert. 
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1: UBERSICHT 

Nachrichtensys t eme mit zentraler Vermittlung bestehen im 

wesentlichen aus zwei unterschiedlich gearteten Netzwer

ken: aus dem Anschlußnetz, das die einzelnen Teilnehmer 

mit einer Vermittlungsstelle verbindet, und aus dem Ver

bindungsnetz zwischen den Vermittlungsstellen. Der opti

male Entwurf eines derartigen Vermittlungssystems bestehe 

darin, ausgehend von der Lage und d_em Verkehrsangebot der 

einzelnen Teilnehmer, das .Anschlußnetz und das Verbindungs- . 

netz so zu dimensionieren, daß der vorgegebene Verkehr mit 

einem bestimmten Verlust abgewickelt werden kann und ein 

Nachrichtensystem entsteht, das mit minimalen Kosten zu 

realisieren ist. 

Bei der Berücksichtigung weiterer Informationen, wie bei

spielsweise spezieller topographischer Eigenschaften des 

Netzbereiches oder schon vorhandener Netzteile, würde sich 

die Entwicklung eines Verfahrens für diesen optimalen Ent

wurf des Nachrichtensystems sicherlich erheblich schwieri

ger gestalten. Aus diesem Grunde sollen zunächst neben den 

Lagen und dem Verkehrsangebot der Teilnehmer keine weiteren 

Eingangsdaten berücksichtigt werden. 

Dies führt natürlich dazu, daß mit dem zu entwickelnden 

optimalen Entwurfsverfahren nur ein Teil der Kosten des 

Nachrichtensystems zu minimieren sein wird. So wird bei

spielsweise mit diesem optimaien Entwurfsverfahren nicht 

entschieden werden können, -welche Kabel als Erdkabel und 

welche Kabel als Röhrenkabel ver legt werden sollen, da zu 

dieser Entscheidung weitere Informationen notwendig wären. 

Der genaue Anteil der Kosten des Nachrichtensystems, der 

mit Hilfe des zu entwickelnden optimalen Entwurfsverfahrens 

zu minimieren ist, wird noch genauer bestimmt werden müssen. 

Zunächst wird aber in Abschnitt 2 die Schreibweise der Aus

gangsdaten vereinbart, und es wird gezeigt, wie das Fern

sprechverkehrsprofil näherungsweise aus dem Teilnehmerpro

fil berechnet werden kann. Außerdem wird in Abschnitt 2 
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festgelegt, von we l cn<:!n zusammenhängen zwischen der Anzahl, 

d en Lagen und den Ansch l ußbereichen der Vermittlungsstellen, 

dem Ver bindungsnet z ,ind den Kosten des Nachrichtensystems 

bei der Optimierun Q a usg ega ngen werden soll. 

Im Abschnitt 3 ·wird dann 1 mi t Hilfe der im Abschnitt 2 be

reitgestellten Sprache , das Problem der Ko stenoptimierung 

von Nachrichtensysteme n mit zentraler Vermi ttlung als 

Optimierungsaufgabe formul i e r t . Außerdem werden im Ab

schnitt 3 die aus d er Li ter a tur ablesbaren Al gorithmen zur 

Lösung bzw. zur näherungsweisen Lösung dieser Optimierungs

aufgabe angegeben. Hierbei wird jeweils kurz darauf ein

gegangen, welche Aufga ben mi t welchen Algorithmen bisher 

schon in der Literatur gelö st wurden . 

Im Abschnitt 4 wird sodann der Algorithmus zur Optimierung 

des Anschlußrietzes, der in sämtlichen de r b isher in der 

Literatur angegebenen Lösung sversuche der Optimi erungs

aufgabe vorhanden ist, aus formulie rt und auf sein e Aus

führbarkeit hin untersuch t . 
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2. DAS MATHEMATISCHE MODELL EINES NACHRICHTENSYSTEMS MIT 

ZENTRALER VERMITTLUNG 

(2.1) Der Netzbereich 

Der Netzbereich wird als eine vorgegebene Teilmenge des R2 

angesehen. Es wird weiter o.B.d.A. angenommen, daß der Netz

bereich rechteckförmig ist und sich in M mal N gleichgroße 

und achsenparallele Rechtecke, die sogenannten Flächengrund

einheiten, einteilen läßt. Siehe hierzu Bild 1. 

-y 
0 

-X 

Bild 1: Der Netzbereich und seine Einteilung in Flächen

·grundeinheiten. 

Mit der einfachen Koordinatentransformation 

x) 
0 

wird aus diesem Netzberei_ch der Bereich [ ½ ,M+½] X ( ~, N+½,J C IR 2
. 

Dieser neue Bereich soll im folgenden der Norm-Netzbereich 

genannt werden. Analog sollen im folgenden die M mal N 

gleichgroßen und achsenparallelen Q.ladrate, in die der 

Norm~Netzb~~eich eingeteilt ist, die Norm-Flächengrundein

h~iten ge~annt werden. Siehe Bild 2. Mit diesem Norm-Netz

bereich gemäß Bild 2 soll im folgenden zumeist gerechnet 

werden. Hin und wieder wird es sich auch als zweckmäßig 

erwe_isen, wenn lediglich . mit der Menge ,tN~JCN , der Gesamt

he~t 1.aller Mittelpunkte der Norm-Flächengrundeinheiten, 
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gearbeitet wird. P!, ~f nge ~~xN soll dann das Netzraster 

genannt werden. 

N 

j 

1 - ~ 

1 
0 ~ 

0 1 

....J-

-1- -~ 
1 
1 
1 

i 

~ 

1 
1 

M X 

(i,j)-Norm-Flächen

grundeinheit 

Bild 2: Der Norm-Netzbereich und seine Einteilung in 

Norm-Flächengrundeinheiten 

Sofern nichts anderweitiges gesagt wird, soll stets 

h = _h 1 = h 2 a ngenommen werden. 

(2.2) Das •rei lnehmerprofil 

Die Verteilun g der Teilnehmer im Netzbereich wird eben

falls als vorgegebe n angesehen, und zwar in der folgenden 

Form: Es wi r d angenommen, da ß die An z ahl der Teilnehmer 

innerhalb einer jeden einze lnen F l ä che ngrundeiriheit bekannt 

ist. Die Anzahl 0e r Teilnehmer in der ( i ,j)-Flächengrund

einheit soll mit t . . be zei c hne t werden ( (i,j)E.INM
2

wN ). l, J ,.. 
Die Matrix t :=--= (t ) , . . ) ,.... füT2 E INMxN heiße das Teil-

. i , J-' J ,,_-. 1l 'I 0 
' 1 ' .. J.1,;cN 

ne.hmerpr9 f il . 

Da hier vor Rllem ~ie An z~ hl, d ie I,ayen und die Anschluß

bereiche der Vermittlungsstell~n besli~nt werden sollen, 

ist es znnächst si.cher U eh 9erechtfertigt anzunehmen, daß 

die Teilnehmer der ( i, j) -F l.rc:h;:-,1grundeinhei t im Mittel

punkt dj_r)s er Flächengrundein1 •c.:J.'·. konzen t riert sind. 

Die Zahl t. . soll in d i e sem Z usanu1::'.rnhan9 auch die Stärke 
1 . , J 2 

d~r (i,j ~~T~ilnehmergruppe genannt werden ( (i,j)EINMxN). 
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(2.3) Die Lagen der Vermittlungsstellen 

Sei nEIN die Anzahl der Vermittlungsstellen. Die Lagen 

dieser n Vermittlungsstellen ~eien mit v 1 ,v2 , •.. ,vn be

zeichnet. Es gelte v.EIR2 für iEIN und vi t v. für 
l. n - J 

i t j . Es sei aber zunächst ·nicht viEIN~~N uhd auch 

nicht vi E [½,M+½]x[½,N+½] für iEINn angenommen. 

Der Vektor v := (v
1 

,v2 , ~ .. ;vn) € ( IR2 )n heiße der Lage

vektor der n Vermittlungsstellen. Die Gesamtheit aller 

möglichen Lagevektoren der n Vermittlungsstellen werde 

mit 0:. bezeichnet. n 

oC'n := {(v1 ,v2 , ... ,vn) E. ( IR
2

)nl 'v'i,jEINn:itja,,vi:f:vjJ 

(2.4) Die Anschlußbereiche der Vermittlungsstellen 

Sei n EIN die Anzahl der Vermittlungsstellen und v = 
= (v 1 ,v2 , ... ,vn)E.~ ihr Lagevektor. 

Die Gesamtheit aller möglichen Zerlegungen der Menge 
2 

INMJCN in höchstens n Teilmengen werde mit a'n bezeichnet. 

:= { (M1 ,M2' ... ,Mn) E ( i2( IN~xN) )n 1 

'V i, j E INn: i:t=j ~Min Mj = <P } 

n 2 
U M . = INM>eN und 

i=1 1 

Die AnschlUßbereicre der n Vermi ttlungsstel.len seien mit 

B1 ,B2 ,. _ .. ,Bn bezeichnet. Es 

für alle i EIN , Bi/"\ B. + 4> 

2 
gelte Bi C INM><N mi~ Bit 4) 

UB = 
i=1 i n J 

für i t j und 

= -N~jN. Die Anschlußbereiche 

eine Zerlegung des Netzrasters 

Mengen. Es sei vereinbart, daß 

reich der Vermittlungsstelle im 

( i~ IN ) . , n 

B
1

,a
2

, ••• ,Bn bilden also 

IN~xN in n nichtleere 

B. stets der Anschlußbe-
1. 

Punkte vi sein soll 

Der Vektor B := (B1 ,B 2 , ..• ,Bn)€jn mit Bit <J) für alle 

i ~ IN heiße der Anschlußbereichsvektor der n Vermittl~ngsn 
stellen. Die Gesamtheit aller möglichen Anschlußbereichs-

vektoren der n Vermittlungsstellen werde mit Cl.n bezeichnet. 

Ct.n :={(B1 ,B2 , ... ,Bn)Ea,nl 'ViEINn:Bit~} 
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y QV3 

5 0 0 0 0 0 0 0 0 

'+ 0 0 0 0 0 0 0 0 

82 B3 
3 

., 
0 . 0 0 0 0 0 0 0 

B1 
2 ·o 0 0 0 0 @Vz. o 0 

0V1 
1 '-0 0 o ... 0 0 0 0 0 

0-t--~--.--r--,---~---,----,---------i~ 
O 1 2 3 ~ 5 6 7 8 )( 

Bild 3: Ein Beispie l für ein M~N = 8~5 Netzraster mit 

n r = 3 Vermittlungsstellen mit dem Lagevektor 

v = (v
1

,v
2

, v
3

) und dem Anschlußbereichsvektor 

B= (B 1 ,B2 ,B 3). 

o Elemente des Netzrasters (Lage der Teinehmer

gruppen) 

0 'Lage der Vermittlungsstellen 

Q Anschlußbereiche der Vermi t tlungsstellen. 

An die Elemente der Menge 0t könnten weitere Forderungen 
. n . 

gestellt werden. So können z.B. zwei Zahlen n ,n EIN 
U 0 

gegeben sein und dann gesetzt werden: 

f}'{~:=ot:i (nu 1 n
0

) := {<B 1 ,B2 , ••• ,Bn)E'ä-nl v'iEINn: 

n ~ } t. ~ n } 
u (j,k)€B. J,k . o _ 

1 

Hiermit könnte beispielsweise berücksi chtigt werden, daß 

die Anzahl der Teilnehmer pro V~rrnittlungss te lle inrierhalb 
' . 

vorgegebener Schranken liege n sol l. Im weiteren Verlauf 

soll aber zunächs t immer mit Of. gemäß der ersten Defi.ni-n 
tion gearbeitet werden. 

Es sei noch angemerkt, daß natür 1 i eh :f ü r alle n EIN m.l t 

n > MN gilt: Ot. = ..+. • :rm f 'J l (Jenden können wir uns daher ·- n 't' 

auf den Fall nEINMN b c schr~inken ( n jst immer di.e Anzöhl 

der Vermittlungsste llen) . 
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(2.5) Die verwe,nd. t::..~_e Metrik 

Zur Abstandsmessung im Anschlußnetz und in kleineren Ver

bindungsnetzen I Ortsverbindungsnetzen) soll die 1
1
-Me

trik d
1 

, die auc h kartesische Metrik genann~ wird, ver

wendet werden. Die se Metrik d
1 

wird durch die Betrags-
2 · 2 

summennorm I · 11 : IR -R+ des IR induziert. Es gilt: 

d 1 : IR
2

>< IR
2 

- IR+ 

., .. J ( X 1 ' y 1 ) ' ( X 2 ' y 2 ) ) ........... d 1 ( ( X 1 ' y 1 ) ' ( X 2 ' y 2 ) ) : = 

= )<x,~y1) - (x2,Y2)l1 = jx, - x2j + IY1 - Y2I • 

Zur Abstandsmessung in großen Verbindungsnetzen soll dage

gen die 1 2-Metrik d 2 , die auch euklidische Metrik ge

nannt wird, verwendet werden. Diese Metrik d 2 wird durch 

die euklidische Norm 1 • b : 1R
2
- IR+ des IR

2 
induziert. 

Es gilt: 

_ d 2: : 1R
2

x 1R
2 ~ IR+ 

( ex', ,y·,) '(x2 ,y2)) ........... d2 ( <x, ,y 1 ) '(x2 ,y2)) := 

1 1 
2 2 1/2 = <x,,y1) - (x2,Y2) 2 = ((x , -x2) +( y ,-y2) ) • 

Im we i teren Verlauf d i eser Arb e i t s oll an denjenigen Stel

len, an denen n icht im voraus entschieden werden kann 

welche der Metr iken d
1 

oder a
2 

zur Anwendung kommt, 

das Symbol d v erwendet we rden . 

_\ · ., ,1 .. · , 

( 2. 6) . pie Pr eis f unktion f ü r die Anschlußle itungen 

Die Pr eisfunktion p
1 

: IR+ --,...IR+ ist eine isotone, nicht 

no'-tw-ertdig stetige Funkt ion, mit. deren Hi lfe die Kosten der 

einzelnen Anschlußle i tunge n in Abhän g igkeit von ihrer Länge 

festgelegt werd e n kö nnen . Wi rd beispielsweise ab einer ge-

wissen Länge 1 
0 

von dc-1· 0,4mm Cu-Le i tung zu einer 0,6mm 

Cu-Leitung überge g angent und sol l d ie ge sammte Länge einer 

Anschlußleitung die Läng e 1 m3glichst nicht übersteigen, 
gr 

so kann man p
1 

: IR ---.-. (R . wie i n Bi ld 4 angegeben wählen. 
+ + 
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X 

Bild 4: Ein Beispiel für den Graphen einer Preisfunktion. 

Um die Uberlegungen jedoch nicht allzusehr zu komplizieren, 

wi.rd zumeist gesetzt werden. 

(2.7) Die Kosten des Anschlußnetzes 

Sei nE IN, z=(z 1 ,z 2 , ..• ,zn) E. ( IR 2 )n und Z=(Z 1 ,z 2 , ... ,Zn)Ea,n• 

Dann werde gesetzt: 
n 

Ln (z,Z) = ~1 (i,füzk ti,j ·P1 (d1 (zk, (i,j))) 

und damit dann definiert: 
L : ( IR 2 ) nx"'l. _.,. IR 

n ifn + 
(z,Z) ~L (z,Z). n 

Diese Abbildung heiße die Kostenfvnkt ion des Anschlußnetzes. 

für n Vermittlungs stellen. Denn ist n E INMN die Anzahl der 

Vermi t tlungsstellen, vEcG:i C:( r.~2 ) n ihr Lagevektor und 

BE(\CJ-n ihr Anschlußberei chsvcktor, dann ist Ln(v,B) ein 

Maß für den Anteil der Koste n des ~nschlußnetzes, der 

durch die Anzahl, die Lagen 11nd di e Anschlußbereiche der 

Vermittlungsstellen zu beeinflussen ist. 
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t·:s w i L d dn~Jt:!l1u111111t.:n, daß das Verkchrsc1n<Jebot von jt:dt~r zu 

jedl'J '1'0 .i.lrlc•hnu~rqruppe gegeben ist. Da:; v~rkehrsangebot. der 

'l'<.:• j l nd1111~r de· t · x -· len Te j 1 nehmergruppe an dj e •rei 1 nehmer 

der y ··· l e 11 'l't:! i 1 nelimergruppe soll mit V bezeichnet werden 
J x,y 

(x,yE.INM N). Die Matrix V= (V ) EIN2 E2 ( IRM"N)MxN 
x x,y x,y MxN + 

he .i ße das \(_ l _' r:· ~~_: hr ~..eE_Of i 1. 

~: ~L _ Die_ Berechnu~ des Verkehrsprofils aus dem 

'l'e_~J ne_hme rprofil 

(1) IJic Annahme, daß auch für große Netzbereiche mit 

vie .l en Teilnehmergruppen das Verkehrsprofil VE( IR:,cN)MJCN 

geg0ben ist, ist sicherlich nicht sehr realistisch. Und 

se J.L>s t dann, wenn dieses Verkehr S[Jrof i 1 für große Netz

bere icll e gegeben sein sollte, ist die Speicherung und 

Weit ~rvPrarbeitung der Matrix V nicht ganz einfach. 

Denn l>eispielswoise für M=N=100 besteht die Matrix V 

schon aus 108 reellen Zahlen. Aus diesem Grunde wird in 

[4, ~i ,n] ejn Verfahren vorgeschlagen, wie im Falle des 

F't:'rnspn~chens das Verkehrsprofil näherungsweise mj l 

fJjJ.fe ~iner EntfPrnungsfunktion aus dem Teilnehmerprofi 

lic n !Chnet we rc1en kann. Dieses Verfahren soll im folgen

den, zusammen m·i t: f~ in igen Er liiut:erungen, nochma 1 s ange

•J<.:ben werden. 

(2) S1!j 'J" die Gesamtheit aller Teilnehmer des Netzbe

n :.d ches und ':T d .i e Ge samthoi.t der 'l'ej 1 nehmer der x-tcrn 
X 

1'ej lnehrnergru.p1Jc. Es gilt dann: 
. 2 7 = l) 2 <J und ':J f'\ r:T = c/> f i.i r ,iJ 1 ,.1 x , y E: INM x N m 1 t x t· y . 

XE. ~M>cN X X y 

Se ·i weiter qEIN. Dann we rde die Gesamtladt· dller 'l't-Jil ·

rwhmer'Jderart in q Klassen 'J"1 ,'J2 , ... 'J"q C!i119clei.lt, d.:.ß 

sjch tri jede.r Klasse !]k(kEIN) nur 'l' e i lnehllltl r mit nalwz11 
<.j 

yJeichem Verkl !hrsv c ti1alten b e f Inde n. 
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Es gilt dann wieder: T =- kvlN 'Jk und a"kA'j1 =q>für alle 
q 

k , 1 E IN m.i t k ::f: 1. q 
2 

Nun seien im folgendP, für alle x,y _E~MxN' für alle 

2 
k,l EINq und für all e HCINM)(N noch einige Abkürzungen 

eingeführt. 

(3) a-~ sei die Gesamtheit der Teilne hmer der k-ten Klasse 

der x-ten Teilnehmergruppe. Es gi_lt: ~~ = 'Jkr\ 'J;_. 

(4) t: = 17~1 sei die Anzahl der Teilnehmer der k-ten 

Klasse iri · der x:-ten Teilnehmergruppe, d.h., die Anzahl 

der Teilnehmer in'J"k. 
X 

(5) tx =l~l sei die Anzahl der Teilnehmer in der x-ten 

Teilnehmergruppe, 

Es gilt: tx = j'7x j 
d.h., die Anzahl der Teilnehmer in 7x. 
=I u rril= ✓-=- lr.-.i l = ~ ti i'-IN.Jx iEIN 'Jx i€1N x· q q q 

Diese Definition ist mit derj en igen im Teil (2.2) verträg

lich. 

(6) tk(H~ sei die Anzahl der Tei lnehmer der k-ten Klasse 

in allen Teilnehmergruppen der Menge H , d . h ., .die An

zahl der Teilnehmer in zYtt ~~ . Es gi lt : 

tk (H) = 1 U 'Jk 1 = L l 7k 1 = L t k 
ZEH z . ZEH z ZEH z" 

(7) t(H ) sei die An z a h l d e r Tei ln~hme r in a l len Teilnehmer-

gruppen der Menge H, d.h., d ie Anzah l der Tei lnehmer in 

gilt: t (H) = 1 L .J 'J 1 · zf: H z 

~ 
k EIN q 

tk (H) . 

..::;- ·. ! 1 ~ ---
,= ""z~H ·,J z = z EH tz --
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(8) Ak, ~ sei das mittlere Verkehrsangebo_t eines Teil-x,y 

nehmers der k-ten Klasse der x-ten Teilnehmergruppe an 

einen Teilnehmer der 1-ten Klasse der y-ten Teilnehmer

gruppe, d.h., das mittlere Verkehrsangebot eines Teil

nehmers aus 1'k an einen Teilnehmer aus 'J1 .. 
X y 

(9) -A~'~ (H) sei das mittlere Verkehrsangebot eines Teil
x 

nehmers aus der k-ten Klasse der x-ten Teilnehmergr,uppe 

an sämtliche Teilnehmer der 1-ten Klasse in allen Teil-

nehmergruppen der Menge H, d.h., 

angebot eines Teilnehmers aus~ 
X 

U ']'1 Es gilt: Ak,l (H) = ~ · 
ZEH z• X zEH 

das mittlere Verkehrs

an die Teilnehmer in 
tl. Ak,l • 

z x,z 

(10) Ak (H) sei das mittlere Verkehrsangebot eines Teilx 

nehrners der k-ten Klasse der x-ten Teilnehmergruppe an 

sämtliche Teilnehmer in allen Teilnehmergruppen der 

Menge H, d.h., das mittlere Verkehrsangebot eines Teil

nehmers aus ~~ an die •reilnehmer in ~ Tz = ~~ J! . 
~ q 

: . k 
Es gilt: Ax (H) = ~ 

i E. IN q 

(11) Ak sei das mittlere Verkehrsangebot eines Teilneh-x 

mers der k-ten Klasse der x-ten Teilnehmergruppe, d.h., 

das mittlere Verkehrsangebot eines Teilnehmers aus 'J~. 

Es gilt: _A~ = A~ ( IN;~N) = 

(12) Ak sei das mittlere Verkehrsangebot eines Teilneh

mers der k-ten Klasse, d.h., das mittlere Verkehrsangebot 
k eines Teilnehmers aus 3'. Es gilt: 

Ak = _1_ ~2 Ak =- 1- 5 4 ti· Ak,i 
MN z€1NMxN z MN z,r::M-"N Z' z,z• 

q 
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(13) A sei das mit~lere Verkehrsangebot eines Teilnehmers. 
Ai== Es gil t : _ .. ~ . =:a-q1 ~ Ai 

1 
~2 

. . q q,• MN ·z E. INM"'N 
i EIN 

z 

1 
q·MN 

Ai,j 
Z I Z' 

q 

(14) vk,l :sei das Verkehrsangebot der Teilnehmer der k-ten x,y 

Klasse der · x-ten Teilnehmergruppe an die Teilnehmer der 

1-ten Klas-se der y-ten Teilnehmergruppe, d. h., das Verkehrs

angebot der Teilnehmer aus~~ an die Teilnehmer in 'J"t . 
Es gilt: ~k,l ' ~ tk t 1 . Ak,l 

x,y x y x,y 

(15) V sei das Verkehrsangebot der Teilnehmer der x-ten . ,. x,y . 

Teilnehmergruppe an die Teilnehmer der y-ten Teilnehmer

gruppe, d~h., das Verkehrsangebot der Teilnehmer aus (Tx 

an die Teilnehmer in 'I. Es gilt: 
. .·. ·, ,...Y __ _ 

V . = > .. · Vi_, j = ? , t i · t j 
x,y , i,J~.INq x ,,y · 1,JEINq X y 

Diese Definition ist mit derjenigen in Teil (2.8) vertr~glich. 

(16) Für rEIN sei S(x;r) d ie Sphäre mit dem Radius r 
0 2 

um den Punkt xEINM}(N . Es gilt: 

S(x;r) = { zEIN~xN j d 1 (z, x ) = r} 

( 1 7) f k • IN - IR 
X • 0 + 

r i-- fk (r ) = 
X 

Ak( S(x;r)) 
X 

+ (X) 

für A~-t(S(x;r)) + O 

für A~t(S(x;r)) == O 
X 

sei ~i~ - Entfernungsfunktion zur k-ten Klasse und x-ten 
' ... . 

Teilnehmergruppe. 



- 15 -

(18) ~k,l '•sei' :das ·'verhäitnis zwischen dem mittleren tJx,y . 

Verkehrsangebot eines Teilnehmers aus der k-ten Klasse der 

x-ten Teilnehmergruppe an · sämtliche Teilnehmer der 1-ten 

Klasse in allen Teilnehmergruppen der Sphäre S(x;d1 (x,y)) . 

und dem mittleren Verkehrsangebot eines Teilnehmers aus 

der k-ten Klasse der x-ten Teilnehmergruppe an sämtliche 

Teilnehmer in allen Teilnehmergruppen der Sphäre S(x;d
1 

(x,y)). 

Es gilt: · k 1 
,ßk,l = 

x,y 

AX ' ( S ( X ; d 
1 

( X , y) ) ) 

k 

Hierbei ist 

Ax ( S ( x ; d 1 ( x , y) ) ) 

~ 13k,i - 1 . E.IN , - . 
· 1 q x,y . 

für q = 1' : n 1 ' 1 = ,....,x,y 1 • 

(19) t 1 sei das Verhältnis zwischen der Anzahl der Teilx,y 

nehmer der 1-ten Klasse in allen Teilnehmergruppen der .. ; ; 

Sphäre S(x;d1 (x,y)) und der Anzahl der Teilnehmer in 

allen Teilnehmergruppen der Sphäre S(x;d
1 

(x,y)). Es gilt: 

1 ' ' 
1 _t CS _C_x;d1 (}{,y))) 

'tx,y = t (S (x;d
1 

(x,y))) 

Speziell für q=1 ist +.
1 = 1 • u x,y 

(20) Nun zu einigen Näherungsbeziehungen, wie sie in den 

Darstellungen [4 ,5 , 6] empfohlen werden. 

. . . . 
(21) Die Eintei lung der TeJ lnohror:~r in die q verschi~den~n 

Klassen sei gerade so· ~orgenommen worden, daß fUr alle 

xelN 2 und f ür al le kE.IN gi lb ,.,,_k ,:..~/\,k. 
M.1tN q ·. - · }C 

(22) In [4,5] i st geze igt wor den, daß für . bestimmte Klassen-
. 2 

einteilungen der Teil nehrne 1.· und ein fe stes x
0

_E INMxN 
. . . 

Konstanteno(1 , oe2 , .. . , otq E m+ · 1.1 n cl e i n c Entf ernungsfunkti.on 

f ': IN
0

--... IR+ exist leren, s.ö daß fü r I lle k E INq: und alle . 

rE.IN
0 

gilt: f: (r)~ Ol.k· f ' (r) . 
0 
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In [4,5) wird auch vorgeschlagen anzunehmen, daß für alle 
2 . . . . 

k € INq, für alle x E INMJCN und für alle r E IN
0 

gilt: 

f! (r) ~ O(k· f' (r). Es soll hierbei gesetzte werden: 

f': 1No-.1R+ 

r ..,_._f' (r) 

(
h · ·r)1,58 

1 + 1,17 km 

= 1 

Diese Funktion ist be i einigem guten Willen aus Bild 9 A 

in [ 5] abzulesen. 

(23) In [6] wird erwähnt, <laß fUr tüne? Einteil1.1ng der 

Teilnehmer in zwe i faasscn , in c:Ü.e Kl asse 'J1 der "Privat

anschlüsse" und in die Klasse ~ 2 der "Geschäftsanschlüsse'', 

vier Konstanten 
ß1 ' 1 = 0,74, p,112 .. 0,26 

ß,211 = 0,49, ß2
'

2 
= 0,51 

2 
existieren, so daß für alln k,1€ IN

2 
und alle x,yEINM•N gilt: 

nk,l~/l.k,l 
l'-'x, y ,,...,, • 

Es sei daher angenommen , daß in jedem Fall für alle 
kl. ~ kl 

k, 1 EIN Konstantell f,, ' mit feiN f3 ' = 1 existieren, so 
q q 

2 
daß für alle k,lEINq und für a lle x,yE-INM><N gilt: 

· tl k, 1 _ Ak , 1 
/',Jx,y ~,-v . 

(24) Wird nun in die Beziehung A~' 1 (s(x;d1 (x,y)))= 

> t l ·Ak,1 
zES(x;d

1 
(x,y)) z x,z gemäß (9) mit H=S(x;d1 (x,y)) die 

Näherung Ak,l ~Ak,l eingesetzt, dann folgt 
X, Z J(, y 

= 

Ak,l. ->------x, y ZE S ( x; d 
1 

( x, y) l 
tl 

z 
·- t 1 (f;(x;d

1
(x,y)))·Ak,l 

x,y 

und hieraus schließlich für 

A~' l ( S (X ; d 
1 

(X, y) ) } 

t 1 (S (x;d
1 

(x,y))) 

l t (S(x:d
1

(x,y))) t0 
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{25) Nach diesen Vorbereitungen kann nun die Endformel für 
2 

das Verkehrsprofil aufgestellt werden. Seien x,y E.INMxN 

. beli,ebig. Dann 

V - ->---x,y - k,lEIN 
q 

gilt zunächst 

tk· tl. Ak,l 
X y X,y 

zufolge ( 1 4) , { 1 5) : 

und damit zufolge der 

Näherung {24): ----V ,-V_> __ _ 
x,y"' k,lEIN 

q 

k 1 
tk-tl• Ax' (S{x;d1 {x,y))) 

x y t 1 {S (x;d1 (x,y))) 

Für den Quotienten A~,l 1 {S {x;d
1 

{x,y))) /t {S {x:d
1 

{x,y))) 

kann nun aber geschrieben werden: 

A~ ' l { S ( X ; d 
1 

{ X , y) ) ) 

t 1 c's(x:d
1

{x,y))) 

k. k Ax . ( S ( x ; d 1 { x , y) ) ) 

= 

Ax· k 
AX • t { S ( X ; d 

1 
{ X , y) ) ) 

Ak,l 

( d 
1 

{ x , y) ) / ..,~ 'y 

'lix,y 

A~ ' l ( S { X ; d 
1 

( X , y) ) ) 

A~ ( S { X ; d 
1 

( X , y) ) ) 
--,,-----------= 1 t (S(x;d

1
(x,y))) 

t (S (x;d1 {x,y))) 

Damit gilt zufo l g e der 

k 1 · · 

Näherungen (21), (22) und (23) 

Ax' ( S {·x; d 
1 

( x, y) ) ) 

. 1 , 
t {S{x;d

1
(x,y))) 

Dies ·n u n in die o bige Nähe:r- ,rn rr::;hezi.ehun g fü r V x, Y 

setzt er~i bt d ie Endformel: 
(3 k, 1 

t k t J A k · o( l · f 1 
, d ( x , ") )· l 

X y ~ ' 1 
0 x,y 

'v ~> 
x 'y .... k_l_E_- -IN-

, q 

einge-

Wird k e ine Einteilung der 'l 'P t 1.nehmer l n Klassen vorgenom

men, d.h. gi lt 11 = 1, dann wi rd d iese Be ziehung zu: 

Vx ~tx•t •A•cx1•f' (d 1 {x 1 y)) . 
,y . . Y. . 

• 1 

Anhand der beiden l e tzt <:1 n F',,r1ru. ln kann nun, sofern die 

Konstanten ol
1

,o1.2 , •• • o{q ;n.11. die F( _nstan le c:x 1 geeignet fest-

gelegt sind, das ve·r kchr s prn .:~ i l nä.h·2rungsweise aus dem 

Teilnehmerprofil berechne t werden. 
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( 26) Die Konstanten cJ. 1 , «2 , .•• ,~ sind so festzulegen, daß . > ___ q_ 
gilt: E IN2- V = A • ~E IN2- t, • Man kann jedoch 

x,y MxN x,y z M~N z 

auch anders vorgehen und verlangen, daß für ein "typisches" 
2 . 

x 0 E. INM"N gilt: ~EIN~~ Vx
0

,y = A· tx
0 

• • In diesem Fall 

1 
folgt dann für q = 1 =~1 =L

~ - ty• f' ca, (xo,y)) 
YE MxN 

(2.10) Der Verkehr zwischen den Vermittlungsstellen 

Sei v = (v 1 ,v2 , ••• ,vn)Eo(n der Lagevektor und 

B = (B1 ,B2 , ..• ,Bn)E.Oln der Anschlußbereichs-vektor der 

n Vermittlungsstellen. Das Verkehrsangebot von der Ver

mittlungsstelle im Punkte v . an die Vermittlungsstelle 
l. 

im Punkte v. werde mit W . . (B) bezeichnet (i,jEIN ) . 
J i, J n 

Für alle i,j EIN gilt: W . . (B) = ~ ~ V • n 1.,J x i y j x,y 

Die Matrix W (B) : = (W . . (B)) . . L"" IN E IR~"'n heiße die 
l,J l,J,r;;:. n 

Verkehrsmatrix zum Anschlußbe reichsvektor B. 

(2.11) Das Verbindungsnetz 

Sei v = (v1 ,v2 , ..• ,vn)Eo(n d e r Lagevektor und B = (B1 ,B2 , .•• ,Bn) 

EOln der Anschl ußbereichs v ektor der n Vermittlungsstellen. 

Es werde zunächst angenommen , d a ß die sen Vermittlungs

stellen durch ein vollständig e s Maschenne tz miteinander 

verbunden sind . Die Anzahl d er Verb i ndungsleitungen von 

der Vermittlungsste lle im Punkte v . zu der Vermittlungs-
1. 

ste lle im Punk t e v . s e i l. .EIN ( i , j IN, i =t:: j). Es sei 
_ J 1 ,J o n 

noch 1 . i = O f ür a l le i €. IN fes tgelegt. Die Matrix 
i, n 

1 = (1. . ) . . EIN € IN nxn he i ße dann die Verbindungs-
1., J 1. 1 ] n 0 

leitungsmatrix der n Vermitt lungsstellen. 

Die Gesamtheit al ler Ve rbindungs matri zen für n Vermitt

lungsstellen werde mi t W bezeichnet. . n 
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Die Verbindungsle i tungsmatrix 1E.1()n heiße zulässig in 

bezug auf die Verkehrsmatrix W(B} zum Anschlußbereichs

vektor B, oder auch kurz: zulässig in bezug auf den . 

Ansch lußbereichsvektor B, wenn durc h das Verbindungsnetz 

zufolge 1 das Ve rkehrs angebot gemäß W{B} mit einem 

bestimmten vorgege b e nen Ver lust abgewickelt werden kann. 

Die Gesamthe i t aller Verbindungsleitungsmatrizen flir 

n Vermittlungsstellen, die bezüglich des Anschlußbereichs

vektors BE~ zulässig sind, werde mit~{B} bezeichnet. 

~ {B} = {.1€~ f 1 ist in bezug auf B zulässig } 

{2.12} Die Kosten des Verbindungsnetzes 

2 n Sei n E.IN, z = { z
1 

,z
2

, ••• ,zn } E ( IR ) und 

1 = (1 . . } . . .-:. IN E INn~n. Seien weiter p
2

: IN
0
-. (R+ mit 

l.,J i,J..: n o 

p
2

{o} = O und p
3

: IR+--...m+ zwei Preisfunktionen. Diese 

beiden Preisfunktionen sol len , a n a log wi e p 1 in Teil (2.6}, 

die Bewertung d e r Kosten des Verbindungsnetzes in Ab

hängigkeit von der Anzah l der Le i tungen und d e r Leitungs

länge erlauben. Dann werde gesetzt: 

V {z,l): = ~ ' E IN p 2 {1. .) •p3 (d (z., z .)) 
n l. ,J n i , J .1. J 

und dami t dann de finiert : 

V n: { IR2) n .x IN~ xn .._. IR+ 

{z, l )._-.v {z ,l ) . 
n 

Diese Abb i l d ung he iße d i e ~o~:te nfunktion d e s Verbindungs

ne t zes d er n Venn -i ttlun gs s t cll •.\11 . 

Denn is t n E INMN d ie Anz a hl d e r Verm:.\. L t l u ngsstel len, 
,, .,., 

v = ( v 
1 

, v 2 , . . . v n ) E r::J: ni:;:._ ( ;[(- ) " ihr La gevek tor und lE,t\.()n 

eine Verbindungs l eitung s matrix, dan n ist V {v,l) ein n 
Maß fUr d en An t eil der K0~ i· e n de s Vn rb i ndungsnetzes, der 

durch d i e An z ah l u nd d i e Lngc,\ d c.r Vf~ rmit tlungsstelle n 

sowie durch d ie An zahl d e r c.rerl.Ji n,1.ungsl e i tunge n 7.U 

beeinflusse n i st . 
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Um die Uberlegunge n t~is:ht allzusehr zu komplizieren, 

wird zumeJst p 2 =- ot 1 d IN mit einer Konstanten ö.E. IR+ 
0 

und p 3 = id IR .geset zt. 
+ 

(2.13) Die Kosten des Nachrichtensystems 

Se~ nEIN, z = (z 1 ,z 2 , . .. ,zn)E.( IR
2

)n, Z = (Z 1 ,z 2 , ... ,Zn)Ea,-n' 

lf,,C,n und 9EIR+· Dann werde gesetzt: 

K (z,Z,l) :=o-n + L (z 1 Z) + V (z,l) n J n · n 

und damit dann definiert: 

K : IR 2 ) 1'1,c/2 x,1Q -+IR 
n dn n + 

(z,Z,l) ~K (z,Z,l). n 

Diese Abbildung heiße die Kostenfunktion des Nachrichten

systems für n Vermittlungsstellen. Denn ist n € INMN die 

Anzahl der Vermittlungsstellen, V{~ E( IR 2 )n ihr Lage-n 
vektor, &~E. a'n ihr Anschlußbereichsvektor und lE:~ eine 

Verbindungsleitungsmatrix, dann ist Kn(v,B,l) ein Maß 

für den Anteil der Kqsten des Nachrichtensystems, der 

durch die Anzahl, die Lagen und die Anschlußbereiche der 

Vermittlungsstellen sowie durch das Verbindungsnetz zu 

beeinflussen ist. 
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3. DIE OPTIMIER.!:-!NGSAUFGABEN UND DI:E ZUGEHÖRIGEN 
ALGORITHMEN 

(3.1) Bemerkung 

Das Ziel bei der Kostenoptimierung von Nachrichtensystemen 

mit zentraler Vermittlung ist die Lösung des folgenden 

Problems: Ausgehend vom Teilnehmer- und Verkehrsprofil 

des Netzbereiches, sind die Anzahl, die Lagen und die 

Anschlußbereiche der Vermittlungsstellen sowie das 

Verbindungsnetz so zu bestimmen, daß der vorgegebene 

Verkehr mit einem bestimmten Verlust abgewickelt werden 

kann und ein Nachrichtensystem entsteht, das mit mini

malen Kosten realisiert werden kann. 

Mit Hilfe der in Abschnitt 2 bereitgestellten Sprache 

heißt dies, daß das Ziel bei der Kostenoptimierung von 

Nachrichtensystemen mit zentraler Vermittlung die Lösung 

der folgenden Aufgabe 1 ist. 

(3.2) Aufgabe 1 

Gegeben·: t E. IN~><N, VE ( IR~>cN) M><N . 

Gesucht: d'€1NMN, v*Ec(n*' B*EO{n*' l*E.~*(B*) mit 

K * (v*, B*,1*) = n 

min 
nE INMN 

( 3. 3 }, Bemerkungen 

min 
vf,:C 
BE~ 

min 
1(-iQ (B) 

n 

K (v,B,l). n 

(1)~ Hier in dieser Aufgabe 1 ist nur n E ~MN zugelassen, 

da filr - n~ IN:".-INMNstets -~ = ~ ist (siehe hierzu Teil (2.4)). 

{2} I~ Prinzip ist di ese Aufgabe 1 natürlich durch . . 

Totalenumeration zu lösen . Aufgrund des Umfanges prak

tischer Probleme (großes · M und großes N) kommt dieser 

Lösungsweg aber leider n i cht iq Frage. Man versucht da

her mit einer Teilenumeration über nE.INMN weiterzukommen, 

und gelangt so zu dem folgenden Algorithmus 1 zur Lösung 

der Aufgabe 1 mit Hilfe der Aufgc,1·rn 2 und 3. 
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(3.4) Algorithmus 1 

Lösung der Aufgabe 1 mit Hilfe der Aufgaben 2 und 3. 

Step 0: Start 

Step 1 : Eingabe von t ~ INM~N 
O • 

und V~( M"N)M•N 
IR+ 

Step 2: 't/ ri E. ltiMN : Lösung der Aufgabe 2 

Step 3: Lösung der Aufgabe 3 

Step 4: V*:= v• (n•) , B*:= B-lt(n*), 1*:= l*(n*). 

Step 5: Stop 

(3.5) Aufgabe 2 

Gegeben: 
M~N MXN MXN 

tE IN
0 

, VE( IR+ ) , n EINMN • 

Gesucht: v M(n)E¾, B* (n)E:~, 1* (n)(~ (B*(n)) 

mit K ·. (v*(n), B*(n), l*(n}) = 
n 

min 
lE."'?i (B) 

K (v,B,l). n 

(3.6) Aufgabe 3 

Gegeben: YnEINMN: vtt(n)E"\i , B*(n)E01, lit(n)E"'li(B*(n}). 

Gesucht: n* E. INMN mit Kn (v~ (n*) , B* (n*) , 1* (n*) ) = 

min Kn(v*(n),B*(n), ltt'(n)). 
n E INMN 

( 3. 7) Bemerku~_g 

Leider stellt der Algori trunu s 1 noch keine große Hilfe 

"dar, . d~. _auch ~ie Aufgabe 2 pra.k t i.sch ni.cht zu lösrn ist. 

~Es ist daher allgeme in übl ich, sich mit einer Näherungs

lösung der Aufgabe 2, und damit natürlich auch der 

Aufgabe 1, zu begnüg en . Man löst also nicht mehr die 

Aufgabe 1, sonde rn die einfachere folgende Aufgabe 1a. 



- 23 -

( 3.8) Auf~ctbe 1 a 

min 
n E INMN 

min 
lE-1() ( B) 

n 

K (v,B,l). n 

(3.9) Bemerkung 

Die Lösung dieser Aufgabe 1 a erfolgt natürlich mit 

einem zum Algorithmus 1 analogen Algorithmus 1 a, der im 

folgenden angegeben ist. 

(3.10) Algorithmus 1 a 

Lösung der Aufgabe 1 a mit Hilfe der Aufgaben 2 a und 3 a. 

Step 0: SLctrt 

Step 1 : Eingabe von t E INM>CN und VE( IR:IIN)M•N_ 
0 

Step 2: Vn EINMN: Lösung der Aufgabe 2 a 

Step 3 : Lösung der Aufgabe 3 a 

Step 4: 
,V v < n > , B:= a <n> , 1:= !<n> V: =-

Step 5 : Stop 

(3.11) Aufg a L e ___ 2 a 

M~ N M~N MKN 
Gegeben: tEIN

0 
, VE( IR+ ) , nEINMN 

Gesucht: v(n)Ec.l i i ' B (n)E~ , l {11)<;.40n (B(n)) mit 

K (v(n), ~(n),T(n)) ~ 
n 

m.in 
lf:4') ( B) 

n 

K (v,B,l). n 
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(3.12) Aufgabe 3 a 

Gegeben: 'V'nE.INMN : v(n)Ec:Cn' B(n)~(\, tcn)f~ (B(n)). 

,.., ""("' ~ N ':f N Gesucht: n €. INMN mit K11 (v n) , ts (n) , J. (n)) = 

min Kn (v(n), B(n), l(n)). 
nE. INMN 

(3.13) Bemerkung 

Im folgenden sollen jetzt einige Ausführungen zur 

Lösung der Aufgabe 2 a gemacht werden. Zunächst sei je

doch noch ein Algorithmus 2 zur Lösung dieser Aufgabe 2 a 

angegeben, zu dem man im Prinzip durch das Studium der 

entsprechenden Literatur geführt wird. 

(3.14) Algorithmus 2 

Lösung der Aufgabe 2 a mit Hilfe der Aufgaben 4,5 und 6. 

Step 0: Start 

Step 1 : Eingabe von t € INM><N 
0 , V~( 

MxN)MxN 
IR+ und n E INMN • 

Step 2: Wahl von vf.t:C n 
Step 3: U:= <" 
Step 4: U: = Uu{v} 

Step 5: Lösung der Aufgabe 4 

Step 6: B:= Bit 
Step 7: Lösung der Aufgabe 5 

Step 8: 1: = T"" 
Step 9: Lösung der Aufgabe 6 

Step 10: V: == V* 
Step 11 : Wenn v4u, dann geh e nach S t ep 4 

Step 1 2: v(n):= v, B(n>:= B, 
,V 

l( n)::::: 1 

Step 1 3: Stop 
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(3.15) Aufgabe 4 

M»c.N 
Gegebe n: tEIN

0 
, nE.INMN' v€oCn . 

. ... :. ~.: ,.,, ~ . . ,,.., ~ 

Gesucht: B..,E.~ rni t Ln (v, B" ) = 

.. ·.• 

(3.16) Aufgabe 5 

min 
B€0l n 

L (v,B). 
n 

Gegeben: VE( IRMxN)M ><N 
+ , n E INMN, vE"oCn , aeq . 

Gesucht: l„E:'ke (B) mi t 
n 

(3.17) Aufgabe 6 

Gegeben: t E INM"N 0 , 

(3.18) Bemerkung 

~·~ V (v, 1 ). = 
n 

min 
U~(B) 

V (v,1). n 

K (v,B,1). n 

Von den im letzten Al gori t hmus 2 ve rwendeten Aufgaben 4, 

5 und 6 ist . ledigl ich d i e Aufga be 4 ohne Schwi~rigkeiten 

zu lösen.Die ·Aufgaben 5 u nd 6 s i nd zur Zeit ~iederum nur 

nähe rungsweise zu i öse n , d .h . es s ind lediglich die 

im folgenden angegebenen Au l 0 ~be n 5 a und 6 a zu lösen. 

Wird dies berücksicht igt, s o g ela ngt man zu dem fol

genden Algorithmus · 2 a zu't '.~ösu,ng d e r Aufgabe 2 a. 

Nach dies_e m A.lgo ri thmu s ;~ a . r. ,j :rd i m Prinzip °bei Rapp [ 12] 
und bei Anderberg-Fri:e d-Rudbe ~:~·1 (."', ] vorgegangen. 
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{3.19) Algorithmus 2 a 

Lösung der Aufgabe 2 a mit Hilfe der Aufgaben 4,5 a und 6 a. 

Step 0: Start 

Step 1 ; Eingabe von tE INM~N 
0 

, VE( IRM><N)MxN 
+ und n~INMN 

Step 2: Wahl von vEc(.n 

Step 3: u·-.- ~ 

Step 4: U·-.- Uv{v} 

Step 5: Lösung der Aufgabe 4 

Step 6: B:= B(t 
Step 7: Lösung der Aufgabe 5 a 

8: 
~ 

Step 1: == I 

Step 9: Lösung der Aufgabe 6 a 

Step 10: 
,;::, 

v:= V 

Step 11 : Wenn v4u8 dann gehe nach Step 4 

Step 12: v(n) :::: v, BCn):== B, 
,,. 
1 (n) :== 1 

Step 1 3: Stop 

{3.20) Aufgabe 5 a 

Gegeben: , n ~ INMN, vEcCn, BEOJi • 

Gesucht: Vn(v,!) ~ min Vn(v,l). 
lE~ (B) 

(3.21) Aufgabe 6 a 

Gegeben: 

Gesucht: 

(3.22) Bemerkungen 

nEINMN, BE<Jh, lE.,i'?i(B). 

Kn(~,B,l) ~ min Kn(v,B,l). 
Vf.~ n 

(1) Zunächst einige Anmerkungen zur Lösung der Aufgabe 5 a: 

Für die Lösung dieser Aufgabe ist als erstes aus dem 
. MXN MxN 

Verkehrsprofil V€( IR+ ) und dem Anschlußbereichs-

vektor BE~ die Verkehrsmatrix W(B) E ~~~n zu berechnen. 
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Dies bereitet sicherlich keine Schwierigkeiten. Bei 

der Berechnung einer in bezug auf die Verkehrsmatrix 

W(B) zulässigen Verbindungsleitungsmatrix lE~(B) wird 

~~nn fol9endermaßen vorgegangen: 

1. Die Struktur des Verbindungsnetzes wird festgelegt, 

und zwar entweder als vollständiges Maschennetz 

(b,e~ Anderberg-Fried-Rudberg [ 1 J und bei Rapp [12] ) 

oder als Raumnetz (bei Bretschneider-Goldbrµnner (3] 
und bei Krätzig [a]). 

2. Die Verbindungsleitungsmatrix 1€1" (B) wird so n 
dimensioniert, daß der Verkehr gemäß W(B) mit einem 

bestimmten vorgegebenen Verlust gerade noch abge

wickelt werden kann. 

Es ist klar, daß auf diesem Wege lediglich die Aufgabe 5 a, 

nicht aber die Aufgabe 5 gelöst werden kann. 

Es sei hier noch angemerkt, daß ~ei großen Verbindungs

netzen ein Ansatz als Baumnetz sicherlich günstiger 

ist, da hierbei in natürlicher Weise mehrere Hierarchie

ebenen entstehen (siehe bei Krätzig [8]). 

(2) Nun zu den Algorithmen 2 und 2 a . An diesen beiden 

Algorithmen ist sicherlich noch vieles unklar. Vor 

allem die angegebene Organisation der Schleifen hat 

natürlich nur symbolischen Wert. Die Verhältnisse 

werden jedoch sehr viel übersichtlicher, wenn die Be

re,~hnu,ng der Verbindungsleitungsmatrix jeweils aus der 

Sc;hl~if e l1erausgen6mmen wird . 

. , .. 
In. diesem. fqil erhält man di e beiden Algorithmen 3 und 3 a, 

dje d~n Algor~thmen 2 und 2 a entsprechen, und in 

d~nen di~ ~~lativ schwierigen Aufgaben 6 bzw. 6 a durch 
• ·' t ; .• 

die einfache Aufgabe 7 e rsetzt sind. Mit dem Algorith-

m~l:l 3 ,. a . ~ird i m Prinz ip be i Bretschneider-GoldbrunnE;!r [3] 

gearbeitet. 
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(3.23) ~lgorithmus 3 bzw. 3 a 
i . ~ 

Lösung der Aufgabe 2 a mit Hilfe der Aufgaben 4, 5 bzw. 

5 a und 7. 

0: Start ~tep 

Step '1 : Eingabe von t E INMxN 
0 , VE( IRM"'N) MxN 

+ .. , ' . :_,; ' • 

Step 2: Wahl von vfc:/:.. n 
Step 3: U:= ~ 

;· 

uv{v} S~ep 4: U:= 

step 5: Lösung der Aufgabe 4 
t ., 

B" Step 6: B:= 

Step 7: Lösung der Aufgabe 7 

Step 8: v:= v„ 
' 

Step 9: Wenn v~U, dann gehe nach Step 4 

Step 10: Lösung der Aufgabe 5 bzw. 5 a 

v(n):= i3 Cn) : = 
,.., 

1.-bzw. Step 1 1 : v, B, l(n) := 
, 

Step 1 2 : Stop 
~ 1 •• 

. . 
(3.24) Aufgabe 7 

Gegeben: t E INM,cN 
0 ' 

:.-

n E INMN , BE<J'h . 
Gesuch.:t: v*EJ:.. mit L (v*, B) = min L (v, B) . , , n n n 

,, , . V€~ 

( 3. 2 5) . Bemerkung 

und n E. INMN 

!(n) :=, 

Im Algorithmus 3 und 3 a ist die Lösung der Aufgabe 2 a 

in die Lösung zweier unabhängiger Teilaufgaben zerlegt. 

Im ersten Teil erfolgt die Be r echnung eines Lagevektors 

v(n)E~ ~~d eines Anschlußbereichsvektors B (n)EQ\,. · Diese 

Teil~uf~abe wi~~ im folgenden 4. Abschnitt genauer unter

sucht·. Im zweiten Teil erfolgt d a nn in der Aufgabe 5 bzw. 

·s a di~ B~iechnung eine r Ve rbindungsleitungsmatrix 
1

l'(n)€~--'cff (n)) . Zu diesen Aufgaben 5 und 5 a wurde schon 

in der Bemerkung (3.22) einiges gesagt. 
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Für die weite r e n Untersuchungen erweist es sich als 

zweckmäßig, w~nn die zum ersten Teil des Algorithmus 3 

bzw. 3 a g~hörende Te ilaufgabe explizit als Aufgabe 8 

bzw. 8 a formuliert wird.Des weiteren seien die beiden 

Algorithme n, die sich zur Lösung der Aufgabe 2 a mit 

Hilfe dieser Aufgabe n 8 bzw. 8 a angeben lassen, als 

Algorithmus 4 und als Algorithmus 4 a aufgeführt. 

(3.26) Al9or i thmus 4 

Lösung der Au'fgabe 2 a mit Hilfe der Aufgaben 5 und 8 

Step · 0: Start 

Step 1 : Eingabe von t E. INM"N 
0 

Step 2: Lösung der Aufgabe 

Step 3: v: = ~· V , B:= B* 
Step 4: Lösung der Aufgabe 

Step 5 ;: v(n) : = v, BCn) := B, 

Step 6; Stop 

(3.27) Aufgabe 8 

Gegeben: 

Gesucht: 

(3.28) Al~orithrnu s 4 a 

8 

5 

I V~( IRM~N) M»<N 
+ 

rY 
1 (n) : = r~ 

min 
VE:"ti 
BE(\ 

und · n ENMN 

L (v,B). n 

. 

Lösung d e r Aufgabe 2 a mi t Hi lfe de r Auf gaben 5 a und 8 a 

Step 0: Star t 

Step 1 : Eingabe von 
MJ<N tE IN
0 

, VE( IRMXN) MXN 
+ und n EINMN 

Step 2: Lösung der Aufgabe 8 a 

Step 3: ~ ,.,, 
v· - v, B: = B .-

Step 4: Lö s ung der Aufg·abe 5 a 

Step 5: v(n): = v, 1f{n): = B, Tc n) : "" 'T 

Step 6: Stop 
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(3.29) Aufgabe 8 a 

Gegeb e n: 
· MxN 
t E IN 

O 
, n E. INMN 

Gesucht: vE.t:L , B€0l mit n n 
,., ~ L {v,B)~ n L {v,B) n 

{3.30) Bemerkung 

(1) Es sei noch angemerkt, ~aß der Algorithmus 4 a zwar 

als eine Kurzschreibweise des Algorithmus 3 . a ange

sehen werden · kann, daß zwischen den beiden Algorith

men 4 und 3 aber ein fundamentaler Unterschied be

steht . 

Der Algor ithmus 3 kann nur als eine ausführliche 

Schreibweise eines Algorithmus zur Lösung der Auf

gabe 2 a m~t Hilfe der Aufgaben 5 a und 8 angesehen 

werde n. 

(2) Bei den Aufgaben 8 u nd 8 a handelt es sich um das 

sogenannte "multiple Standortproblem". 

Der Algo r ithmus z ur Lös ung der Aufgabe 8 a, so wie 

er aus d em Al gorithmus 3 bzw. 3 a abgelesen werden 

kann, se i schließlich noch a ls Algorithmus 5 angegeben. 

(3 . 31) Al~orithmus 5 

Lö sung d e r Aufgabe 8 a mit Hil f e d er Aufgabe 4 und 7. 

S tep 0: Start 

Step . 1 : Eingabe v o n t € INM ><N 
0 

und nE INMN 

Step 2: Wahl von veoCn 
Step 3: U:= 0 
Step 4 ; u· -.- Uv{v} 

Step · 5: Lösung der Aufgabe 4 



Step 6 : 

Step 7 : 

Step 8: 

Step 9: 
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B: = 13• 
Lösung der Aufgabe 7 

v: = v• 
Wenn v 4 U, dann gehe , tnach Step 4 
~ Q( Step 10: v: = v, ö:= B 

Step. l 1-: . Stop 

( 3. 3 2) ·• Bemerkung 

Die Lösung der Aufgabe 8 a, die mit Hilfe dieses Algorith

mus 5 erh~lten wird, hängt ganz wesentlich von dem gewähl

ten Start-Lagevektor vE~ ab. Analoges gilt natürlich 

auch für die Lösungen, die mit Hilfe der Algorithmen 2, 

2 a, 3 und 3 a erhalten werden. Und es ist ein bisher 

noch ung.elöstes Problem, wie denn der Start-Lagevektor 

v€'4i .gewählt werden soll, so daß das Tupel (v, B)EcCn"<\ 
möglichst optimal wird, d.h., so daß Ln(v,B) möglichst 

nahe an min Ln(v,B) herankommt. 
VE~n 

BE°h 

Mangels besserer Möglichkeiten überläßt man das Pro

blem der Wahl geeigneter Start-Lagevektoren daher ent

weder 

a) dem "erfahre ne n Planungsingenieur 11 (bei Anderberg

Fried-Rudberg[1] und bei Rapp [12]) 

oder 

b) dem "Zufall" (bei Bretschneider-Goldbrunner [3]). 

Im Fall b) wird der obige Algorithmus 5 mit mehreren 

zufällig gewählte n Start-Lageve ktoren veJi begonnen 

und dann dasjenige Tupel (v,B)EcC >< fi zum Ergebnis . n ~n 
erklärt, das die kleinste "Gesamtlänge" L (v,B) der 

n 
Anschlußleitungen ergibt. 

• 
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4. DER ALGORITHMUS ZUR "LOKALEN OPTIMIERUNG"DES 

ANSCHLUßNETZES 

{ 4. 1) Bemerkung 

Hier in diesem Abschnitt soll derjenige Algorithmus 

zur "lokalen Optimierung" des Anschlußnetzes genauer 

analysiert werden, auf den in nahezu allen einschlägi

gen Veröffentlichungen bezug genommen wird (siehe 

beispielsweise in [1, 3, 9, 10, 11, 12, 13, 14]). Es 

handelt sich hierbei im Prinzip um den Algorithmus 5 (3.31). 

Das erste Ziel der folgenden Ausführungen besteht nun 

darin, die Berechnung de s Anschlußbereichsvektors aus 

der Schleife im Algorithmus 5 zu eliminieren. Im 

Prinzip könnte man natürlich auch die Berechnung des 

Lagevektors aus der Schleife im Algorithmus 5 eliminieren, 1 

ebenso wie man den Algorithmus 5 durch Vorgabe eines 

Start-Ans c h lußbereichsvektors ans t elle eines Start

Lagevektors beginnen könnte. Wie die Durchrechnung ein

facher Be~spi ele ze i gte , ist der obige Weg aber günstiger, 

da die Lagevektoren als Elemen t e aus r/;C( IR
2 )n einfacher 

n 
zu handhabe n sind als die Anschlußbereichsvektoren als 

2 n 
Elemente a us Otn c { ~{ INMxN)) . 

(4.2) De f initionen 

Für jedes ACIN~>tN mit A:4= {.?j werde d e fini e rt: 

IR--.-.IR 

> 1 1 x t--- f A,1 {x) := {i,J') EA t .. • x -i 1,J 

IR ,< IR --- IR 

{x ,y) ~?A, 1 (x , y) := f A, 1 ( x ) 

IR --1R 

Y ~ f A , 2 ( y) : ~'° > t I y J. 1 ( i , j )E A j , j . -

(R,c IR -....lR 

{x,y) ~rA, 2 ( x,y) : = fA 1 2 ( y ) 

IR ,c IR -·..,. IR 

{x,y)i---.,,.fA {x ,y) := r A,1 {x,y) + TA,2(x,y) 
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(4.3) Lemma 

Für alle ACIN~"N mit A =t= ~ und alle z = (x,y) E IR
2 

gilt: 

fA ( z) = fA 
1 1 

( x) + f ( y) = > t . . · d 1 ( Z, ( i, j) ) 
A, 2 (i,j)EA 1.,J 

Beweis 

Sei A CIN~"N mit A =t= ~ und z 
2 = (x,y)EIR beliebig. Dann gilt: 

- -fA(z) = fA(x,y) = fA,l (x,y) + fA 12 (x,y) = fA 11 (x) + fA, 2 (y) = 

= > t. ··lx-il + > t .. •ly-jj = 
(i,j)EA 1.,J (i,j)EA 1.,J 

= > t .. ·(Jx-ij+jy-jj) = > t .. •d 1 ((x,y),(i,j)) = 
(i,j)€A i,J (i,j)EA 1.,J 

= > t
1 

.•d1 (z,(i,j)) 
( i, j )€ A 'J 

Damit ist das Lemma (4.3) bewiesen. 

(4.4) Lemma 

Für alle ACIN~,cN mit A =t= ~ sind die Funktionen fA, 1 , fA, 2 , 
,., ,.., 
fA, 1 , fA, 2 und fA nichtnegativ, stetig und konvex. 

Beweis 

2 
Sei ACINM"N mit A =t= ~ beliebig. 

Sei jedes i E.IN ist die Funkt.ion IR-IR,x .,__jx-ij nichtnegativ, 

stetig und konvex . Also ist au6h die Funktion fA, 1 , als 

nichtnegative Linearkombination von nichtnegativen, stetigen 

und konvexen Funktionen, wiederwn nichtnegativ, stetig 

und konvex. Das gleiche Argument gilt für die Funktionen 
,..,, ,..,, ,..,,, ,.., 

fA, 2 , fA, 1 und fA, 2 . Hi e rmit ist aber wegen fA = fA, 1 + fA, 2 

auch die Funktion fA nichtnegativ, stetig und konvex. 

Damit ist das Lemma (4.4) bewies en . 
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(4.5) Lemma 

Für all e ACINM
2 

xN mit A t= ~ und SA:= > t .. > 0 
(i,j)fA i,J 

sind die Funktionen fA, 1 , fA, 2 und fA radial unbeschränkt. 

Beweis 

> t .. > 0 beliebig. 
(i,j)EA i,J 

Es genügt zu zeigen, daß _die _Funktion fA, 1 radial unbeschränkt 

ist. Aus Gründen der Analogie ist dann nämlich auch die 

Funktion fA, 2 radial unbeschränkt und somit wegen fA(x,y) = 

fA, 1 (x) + fA, 2 (y) für alle (x,y)~IR2 natürlich auch die 

Funktion fA. · 

Es genügt also zu zeigen, daß die Funktion fA, 1 radial 

unbeschränkt ist, d. h. , daß zu jedem K€ IR+ ein r ~ IR+ existiert, 

so daß für alle xEIR mit jxj~r gilt: fA,
1
{x)~K. 

Sei also KEIR+ beliebig. Wegen SA>O gibt es ein (i,j)EA 

mit t. . > O. 
1,J 

Setzer:=.!._ + i t .. 
1,J 

Dann gilt für alle xE.IR mit lxl~r: 

fA, 1 (x) = > t k 1 -lx-k l~L . -jx-i j~t .. ·(lxl-lil)~ 
(k,l )EA ' l,J 1 ,J 

~ t .. ·(r-i) = K . 
1,J 

Damit ist das L mnma ( 4. 5) b <.::!vrL1?. s e n . 

( 4 • 6 ) · Lemma 

Für al le ACIN 2 . mit A ·4= 0 gilt: M,)(N 

(1) Di e FunkLion LA,l i s t i n R '~M d i fferenzierbar und für 

alle x E IR' INM g ilt: 

fA' 
1 

(x) = > --- t _. . • s9n (x-1). 
, (i,j) EA .L , J 
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( 2) Die Funktion f A, 2 ist in IR, INN differenzierbar und 

für alle yE IR"-INN gilt: 

( 3) 

( 4} 

f
1 

(y) = > t .. •sgn(y-j). 
A,2 (i,j}EA i,J 

Die Funktion 

und für alle 

Die Funktion 

und fi,ir alle 

fA, 1 ist in IR
2

, ( INM x IR) differenzierbar 

2 (x, y) ~ IR '- ( INM )II. IR} gilt: 

-ar 
= fA 1(x}, A,1 (x,y) = O. , oy 

fA, 2 ist in IR
2

, ( IR x INN) differenzierbar 

2 (x,y) E. IR , ( IR X INN} gilt: 

öf ofA,2 
(x,y) = O, A,2 ( ) f' ( ) x,y = A,2 y. 

c) X 'o y 

( 5} Die Funktion f A ist in IR
2

, ( ( INM >< IR) U ( IR>< INN) ) 

differenzierbar und es gilt für alle (x, y) E. IR 2 , ( INM x IR) 

sowie für alle 
2 (x,y)EIR, ( fR X INN) 

afA -
(x,y) 

ofA 2 
(x,y) fi,2<Y>--- = , = 

oY oy 

Beweis 

. 2 
sei A ~INM.xN beli e big mit A =t= q,:\ . 

(1) Für jedes iEIN is t d ie: Punkt i on IR--IR, x.,_.lx-il in 
IR, {i} differenzie rbar und flir alle x E IR, {i} gilt: 

d lx-il . = sgr1 (x-1 ) . 
dx 
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Hiermit ist die Funktion fA, 1 : IR~IR, x...--fA, 1 (~) = 

> t .. •l x-i l aber in fR,INM differenzierbar und 
(i,j)EA 1.,J 

für alle x€.IR'-INM gilt: 

fA', l (X) = ~ > t . . · 1 X- i 1 = 
dx ( i , j )E A 1. ' J 

> 
(i,j)EA 

t .. -~lx-il = 
1.,J dx 

> t
1 

.. sgn (x-i) . 
(i,j)€A ,J 

(2) Analog zu Teil ( 1). 

(3) Sei 
2 

(x,y)EIR '- ( INMX IR). Dann ist x ~ IR , INM und y E IR. 

Also gilt zufolge Teil ( 1 ) : 

'afA,1 
(x 'y) = 

'c)fA,1 
(x) = 

df A, 1 
(x) = f i, 1 (x) 

ox OX dx 

und 
,..,, 

'of A, 1 
(x,y) = 

o fA, 1 
(x) = o. 

'ö y OY 

( 4) Analog zu Teil ( 3) . 

(5) Sei (x,y) E IR
2

, ( INMX IR). Da.nn is t xE 1R, 1NM und yE.IR. 

Also g ilt zufolge Teil (3 ) und Teil (4): 

(x 'y) = 

=f' (x). 
A, 1 

Ist dage9en (x, y)E. 1R
2

··, ( IR)(fNN) , dann ist x EIR und 

y EIR'-INN und zufo lge 'I'ei1 ( 3 ) u nd Teil (4) gilt: 

c)fA o 17. 1 c)fA 2 
( X 

I 
y ) = ___ : '.:.!__ ( X 

I 
y ) + ' ( X , y) 

,ay 'c> y ÖY 

Hiermit ist die Funktion fA aber in 

( IR><INN) ) di ffervn z ierbar . 

Damit ist das Lemma {4.6) bewiesen. 

c)Y 

tR 2, ( ( IN )( IR) U 
M 
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(4.7) Definitionen 

Für jedes A CIN~"N mit A +~werde definiert: 

cA,1:={xEIR I fA,1(x) = inf fA,1(x)} 
xE IR 

CA,2:={yEIR I fA,2(y) = inf fA,2(y)} 
YE IR 

:= { z'E.IR2 1 fA 
• 

} CA (z) = inf 2 f A ( z) 
z E. IR 

(4.8) Lemma 

2 
Für alle ACINM>CN mit A 4= ~ gilt : CA= cA,1 >< cA,2 • 

Beweis 

Sei ACIN~xN beliebig mit A =t ~

Teil 1: CA C cA, 1 x cA, 2 ! 

Seiz= (x,y)€CA beliebig. Dann gilt zufolge Lemma (4.3): 

= inf fA, 1 (x) + inf fA, 2 (y) 
xEIR y~IR 

Hieraus·· folgt 

fA, 1 (x) +. fA, 2 (y) - inf fA, 2 (y) == inf f A, 
1 

. (x) 
yclR xEIR 

und damit wegen fl\ 
2 

(y) ~ i nf . f (y ) 
' yE IR A , 2 

f A 1 ( x) ~ in f f A 
1 1 

( x) • 
' x E IR 

Also ist fA 1 (i) = in f fA , 1 (x ) und somit auch 
' xE IR. 

also: z = 

~r;:IR fA,2(y ). Hi 1:.rmit ist xECA,1 sowie YECA,2, 

(x,y) E CA,1 xcA,2 • 
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Sei z = (x,y)E:CA, 1 x cA, 2 beliebig. Dann ist xE.CA, 1 sowie 

yECA,
2 

und es gilt zufolge Lemma 

fA(z) = fA 1 (x) + fA 2 (y) = inf 
' ' x';IR 

= inf 2 (fA 1 (x) + fA, 2 (y)) 
(x,y)E.IR ' 

Also ist z € CA • 

(4.3): 

= inf 2 fA(x,y) 
(x, y)E:IR 

Damit ist das Lemma (4.8) bewiesen. 

(4.9) Lemma 

= inf 2 fA(z) 
zER 

2 
Für alle ACINM.xN mit A ::t: ~ sind die Mengen cA, 1 , cA, 2 und 

CA nicht leer, abgeschlossen und konvex. 

Beweis 

Sei ACIN~N mit A =t= ~ beliebig. 

Es genügt zu zeigen, daß die Menge cA, 1 nicht leer, abgeschlos

sen und konvex ist. Aus Gründen der Analogie ist dann nämlich 

auch die Menge c A, 2 nicht leer, abgeschlossen und konvex 

und wegen CA= c A, 1 x cA , 2 gilt das gleiche dann auch für die 

Menge CA. 

Zufolge Lemma (4 . 4) ist die Funktion fA,l stetig und konvex. 

Zusätzlich ist fA, 1 entwe de r radial unbeschränkt ( siehe 

Lemma (4.5) ) oder d:i.e Nu llfunktion. 

Also existiert ein x E: IR mi t. f A, 1 (x) :: inf f A, 
1 

(x) , d. h., 
XE IR 

CA, 1 ist nicht leer. Sei x ~ cA, 1 be liebig und setze m:= f A, 1 (x) • 

-1 
Dann ist cA, 1 = fA , 1 (m ) und wegen fA, 1 stetig und konvex 

ist cA,l abgeschlossen und konvex . 

Damit ist das Lemma ( 4. 9) b .::cwü.,sc.n . • 
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( 4 . 1 O) Lemma 

Für alle ACIN~,cN mit A * ~ und SA = 

(2) 
cA,2 C [1 ,N] 

(3) CA C [1 ,M]x[1,NJ . 

Beweis 

> 
(i,j)EA 

t .. > 0 gilt: 
l., J 

Sei ACIN~JCN be l iebig mi t A :f: ~ und SA = > ti . > 0 • 
(i,j)EA ,J 

( 1) Sei x f$ [1 ,M J. Zufolge Lemma ( 4. 6 .1) ist dann die 

Funktio~ fA, 1 im Punkte x differenzierbar und es gilt 

f' (x) = > t .. •sgn (x-i) =t= 0 • 
A, 1 ( i, j)EA 1.,J 

Also ist x4,cA, 1 = {xEIR jfA, 1 (x) 

und damit gilt: cA, 1 C [1,M]. 

(2) Analog zu Tei l (1). 

::::: in f f A, 1 (u) } 
u EIR 

(3) Wegen CA::::: cA, 1 xcA, 2 und Te il ( 1 ) s owie Teil (2) ist 

dies klar. 

Damit ist das Lemma (4.10 ) b e wi e sen. 

(4.11) Korolla r 

Für. a ll e A CIN~ xn mi. t A 4 ~ sind cA, 1 n [1 ,M] s owie cA,l·{1,NJ 

abge s chlossene J nte rva J le in IR urn·1 Cl\'1l [1 ,r,1}[1,NJ) ist ein 

abgesch lossenes R~c h t e c k i n IR ~ . 
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( 4 . 1 2 ) Lemma 

Für all e ACIN~><N mit A 4= 0 gilt: 

( 1 ) CA, 1 
/) INM * 0 

(2) CA, 2 /l INN =i= 0 

(3) 2 
CA/"\ INMxN • 0 

Beweis 

Sei 

( 1) 

2 
AC INM><N beliebig mit A * 0. 

Sei x E. cA, 1 " [ 1 ,M]. Ist x zusätzlich aus INM, dann ist 

CA, 1 1) INM =t= 0 . Sei also x Et INM angenommen. 

Zufolge Lemma (4.6.1} ist fA, 1 im Punkte x differenzierbar 

und damit gilt wegen xEcA, 1 : fA, 1 (x} = 0 

Sei jetzt kE INM_ 1 mit x E (k,k+1}. Dann gilt für alle 

u E.(k,k+1}: f~,1 (u} = o. Also i s t (k,k+1)C cA,1 r'\ [1 ,M]. 
Da cA, 1n[1,M] zufolge Korollar (4.11) abgeschlossen ist, 

ist also auch [k,k+D C cA, 1n[1,M] und somit 

kECA,{\[1,M], d.h.: CA,,")INM =t= 0. 

(2) Analog zu Teil (1). 

(3) Wegen CA= cA, 1 x cA, 2 is t dies k la r . 

Damit ist das Lemma (4.12) bewiesen. 

(4.13) Lemma 

Für alle A CIN~xN mit A =t: ~ g i l t : 

(1) Die Randpunkte des abge schlossenen Intervalls 

cA, 1 n [1 ,M] sind aus INM • 

(2) Die Randpunkte des a bgeschlossenen Intervalls 

CA 2 ()[1,N] sind aus INN . , . 
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Beweis 

2 ' 
Sei ACINM"N beliebig mit A =t= ~ • 

( 1) Das Intervall CA, 1 /"\ [ 1 ,M] ist nicht leer und abgeschlossen l 

Widerspruchsbeweis: Angenommen, es gibt einen Rand

punkt x von CA, 1 /'\ [1,M] mit x 4 INM • Oann existiert 

ein k E INM_ 1 mit xc(k,k+1) und wie im Beweis zu 

Lemma (4.12) gezeigt wurde, gilt: [k,k+~ c CA
11

n[1,M] • 

Wegen x E (k,k+1)C[k,k+1] C. CA,l () [1,M] ist dann aber x 

kein Randpunkt von CA
11

n[1,MJ und dies ist ein Wider

~pruch. 

Also war die obige Annahme falsch, d.h., jeder Randpunkt 

von cA, 1 /"\ [1 ,M] ist ais INM . 

(2) Analdg ZU Teil (1) 

Damit ist das Lemma (4.13) bewiesen. 

(4.14) Korollar 

Für jedes ACIN~JtN mit A :f: ~ gibt es Zahlen 1 1 , 1 2 E. INM 

mit i 1 ~i 2 und Zahlen j 1 , j 2 EINN mit j 1 ~j 2 , so daß gilt: 

( 4 • 1 5) Lemma 

Fu .. -,: 11 A C IN 2 . ..._ n1 d a e MxN mit AT~ un SA= > 
(i,j)EA 

t .. gilt: 
l . , J 
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(1) Für i1' i2E.INM mit [i1,i2J = cA,1()[1,M]ist 

i 1 = min { k E INM 1 > t . . ~ -2
1 

S } und 
(i,j)E:A 1.,J A 
i~k 

(2) Für j1 ,j2 EINN mit [j, ,j2J•cA,2"[1 ,NJ ist 

j 1 = min f 1 E INN 1 > t i j ~ ½ SA } und l (i,j)EA , 
j ~ 1 

Beweis 

Sei 

U) 

beliebig mit 

Seien weiter 

Zur Abkürzung 

j_lf t 2 e.lNM mit ~i 1 fi 2 ] 

werde gesetzt: 

G:= { k EINM 1 """'> __ 
(i,j)EA 

ti,j~ { 8 A 1 
i ~ k 

Die Menge G ist nicht leer, denn wegen 

SA= > t . . = > t . . ~ 2
1 

SA ist M E. G. 
(i,j)EA 1.,J (i,j)tA 1.,J 

i~ M 

Für die Menge G gilt weiter: Ist lEG, dann gilt für 

alle m E INM rni t m ~ 1: m EG . Denn es ist 

> t. . ~ > t. . ~ ~ SA. 
(i,j)E.A 1.,J (i,j)€.A 1.,J 
i ~m i~l 

Nun sei xE(i 1 ,i 1+1). Dann ist fA, 1 (x)~O und damit 

folgt: 

= "'> __ _ 
(i,j)EA 

t. . • sgn (x-i) = 
.1., J 

> t ... •sgn(x-.i. ) + 
( i , j ) E A 1 

' J '---v-----· 
t , . •:sgn(x-i) = 

l , J '----v---J 

i ~ i1 = 1 

= > . 
(i,j)EJ\ 
i ~i1 

t .. 
l,J > ( i , j) €A. 

i > i1 

t .. ~ 0 
l., J 

= -1 
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Also ist 

> t .. --- 1,J ~ ~> ___ t .. - 1,J 
( i, j) EA (i,j)E.A 

i ~ i1 i > i1 

= SA - _> __ t .. - 1,J 
( i, j) €A 
i:s;i1 

und damit gilt: 

) ti,j ~~ SA 
(i,j)EA 
i ~i, 

Also ist i 1 EG. 

= ..... > __ 
(i,j)EA 

ti,j - > ti,j = 
(i,..j)EA 

i ~ 11 

Nun sei xE(i
1
-1,i

1
). Dann ist fA, 1 (x)<O und damit folgt: 

fA, 1 (x) =) ~---ti,j. sgn(x-i) = 

= __ >_ 

= 

(i,j)EA 
i ~i,-1 

> 
(i,j)EA 

i ~ 1,-1 

Also ist 

(i,j)EA 

t .. -sgn(x-i) + > 
1 , J ~ ----

= 1 ( i, j) EA 
i>i,-1 

ti . ,J · > t
1 

. <O 
,J 

(i,j)EA 
i>i1-1 

ti,j•sgn(x-i) = 
~ 

=-1 

> t .. < > 1,J ...::; ___ _ t .. = SA - > 1,J , ___ _ t .. 1,J 
(i,j)EA 

i ~ i,-1 
(i,j) A 
i>i,-1 

und damit gil t : 

> 
(i,j)EA 

i ~i,-1 

< .l t . . 2 SA 1,J 

(i,j) A 
i ~ i 1-1 

Hiermit i s t i 1-1 Et.G u nd somit gilt: i 1 = min G . 
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Nun zum zweiten Teil. Zur Abkürzung werde gesetzt: 

H:= { k _EINM 1 .>. ti,j ~~SA 1 
· (i,j)€A 

•i ~ k 

Die Menge H ist nicht leer, denn wegen 

SA= >..,_ ___ t .. 
- 1.,J = > t . . ~ i- SA ist 1 E. H • 

""'----- 1.,J ,t. 

( i, j) EA (i,j)€A 
i~1 

Für diese Menge H gilt nun weiter: Ist lEH und m EINM mit 

m ~l, dann ist m~H. Denn es ist: 

> t. . ~ > t. . ~ 21 SA --- 1.,J ----- l.,J 
(i,j)EA 
i~ m 

( i, j) EA 
i~l 

Nun sei x E. (i 2-1,i 2 ). Dann ist fA, 1 (x) ~ O und damit folgt: 

fA, 1 (x) = > ti,j •sgn(x-i) = 
(i,j)EA 

= .... > ___ t .. •sgn(x-i) + > t .. -sgn(x-i) = 
l., J ~ ---- l., J '_____..J 

(i,j)€"A =-1 (i,j)EA =1 
i>i2 i<i2 

= _> __ t .. + > t .. ~o 
- 1.,J ~---- 1.,J 
(i,j)E"A 
i ~ i2 

Also ist 

( i, j) EA 
i < i 2 

> t . . ~ > t . . = SA - > t . . 
--- 1. 1 ] --- -- 1. 1 ) ----- 1. 1 ] 

( i, j) EA 
i ~ i2 

( i. ,j )EA 
. i < i2 

und s omi t gilt : 

> t .. ~ _21 SA 1., J 
( i, j) EA 

i ~ i2 

(i, j )EA 
i ~ i2 
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Nun se i x €. (i
2
,i

2
+1). Dann ist fA, 1 >O und damit folgt: 

= -> ___ t . . sgn (x-i) = 
- l, J 

= > 
(i,j)EA 
i ~ i2+1 

(i,j)EA 

t. . ,sgn (x-i) + > 
l , J ~ '-----

=-1 (i,j)EA 
i < i2+1 

ti . -sgn(x-i) == 
,J ~ 

=1 

=-->_ 
(i,j)EA 
i?:i2+1 

t .. + > t .. > 0 l,J ~---- l,J 

Also ist 

> 
(i,j)EA 

i ➔ i2+1 

( i, j) EA 
i < i2+1 

t .. <> l.,J ..._ ___ _ 

(i,j)EA 
i < i2+1 

t .. = SA - > l.,J , ___ _ 

(i,j)EA 
i ~ i2+1 

und somit gilt: 

> t. . <-21 SA . 
l.' J 

( i, j) €A 
i ➔ i2+1 

t .. 
l., J 

Hiermit ist i 2+1 4 H und somit gilt: i 2 = max H. 

(2) Analog zu Teil (1). 

Dami t ist Lemma (4.15) bewiesen. 

(4.16) Lemma 

Für alle AC IN~><N mit A ~ 1,2) gi lt: 

(1) Se ien i 1 ,i 2 E INM mit [ 1 1 ,1 2 ]= cA,l "[1,M]. 

Dann ist entweder i
1 

= i
2

, o d e r es ist 1
1 

< 1
2 

und in 

d iesem Fall g i lt: 

> t .. ..., ___ l,J 
( i, j) EA 

i ~ 11 

= ~> __ _ 
(i,j)€A 

i ~ i2 -1 

-> ---
(i,j)EA 
i>i1+1 

t .. 
1.,J 



- 46 -

(2) Sei,en j1 ,j2 EINN mit [j1 ,j2J = cA,2"[1 ,N]. 

Dan n i st entwe der j 
1 

= j 
2

, oder es ist j 1 < j 
2 

und 

in d i ese m Fal l g i lt: 

> t .. 
..... --- l,J 
(i,j)EA 

j ~ j 1 

Beweis 

= _> __ t . . 
- l,J 
(i,j)EA 
j ~ j 2-1 

=> 
(i,j)EA 
j ~j,+1 

Sei 
2 

ACINMXN beliebig mit A 4: (l}. 

t .. 
l,J => ti . ,) 

(i,j)EA 
j ~ j2 

( 1 ) Seien weite r i 1 ,i 2 EINM mit [i 1 ,i 2]= CA, 1()[1,MJ. 

Im Falle i 1 = i 2 ist nichts zu zeigen. Sei also i 1 < 1 2 
angenommen . 

= >.._ __ t .. •sgn(x-i) = 
- l,J 
(i,j)EA 

= ~> ___ t . . •s gn (x- i ) + > t . . • s gn (x-i) - l , J '----,,,---J .._____ l , J + .... > ___ ti,j. 
(i,j)cA =+1 (i, j )EA ( i, j) EA 

i ~i1 i1<i<i2 i _. i2 

•sgn( x - i ) 
--=-v----t 

=-1 
= > t . . + '> t .. • s g n (x - i ) 

1 1 ] --- 1 1 ] > t .. 
---- 1,J 

( i , j )EA 
i ~ L 1 

(i,j)EA 
i1<i <i2 

(i,j)EA 
i .-a i2 

Also ist> .... _ _ _ t i ,j •sgn(x- i) = O un d e s f olg t weiter 

( i , j) E A 
i 1<i<i2 

> t . . 
--- l, J 

( i, j) EA 
i ~. i 1 

- 2- t . . -
---- J. , J 

( i. , :1}El~ 
.i. }~ i 2 

bzw . )> _ _ _ t i,j 

( i, j) EA , 

- 'S t, . 

i ~i1 
( i, j ) E A 

i ? 12 

l ,J 

L_t . . ~ SA - / t .. 
lJ ----- 1,J 

(i, j)E.A (i,j)€.A 
i< j_2 i~i, 

u nc1 d a mit : 

> t :.· . .._ ____ l,J 
1 

~-- 2 SA • 

= 0 
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Hiermit folgt nun weiter 

> 
(.i.,j)EA 
i~i2-1 

sowie 

> 
(i,j)EA 
i~i1+1 

t . . 
1,, J 

t .. 
l.' J 

> t .. 
---- 1.,J 
(i,j}EA 
i > i2-1 

= SA - > ____ t. . 
l. 'J 

( i, j }EA 
i<i1+1 

(2) Analog ZU Teil (1). 

= SA - > t .. - l., J 
(i,j}EA 
i~ i2 

= SA - > ... ___ ti,j 
(i, j )EA 

i ~ i1 

Damit ist das Lemma (4.16) bewiesen. 

(4.17) Definitionen 

( 1) Seien z 1 , z 
2 

E 1, 
2 • Dann heiße die Menge 

R < z 1 , z 2 > : = { z E 1, 
2 1 d 1 ( z 1 , z > + d

1
( z , z 2 > = a

1
c z 1 , z 2 > } 

das Re chteck zwischen z 1 und z 2~ 

(2) Sei Ac r. 2 und z e A • Gilt für al le w E. A die Inklusion 

R(w,z)CA, dann heiße A kartesisch sternförmig 

bezüglich z. 

( 3} Sei Ac E 
2

• Existiert ein z E A, so daß A bezüglich z 

kartesisch sternförmig ist, dann heiße A kartesisbh 

sternförmig. 

(4.18) Lemma 

F'ür alle nicht lee ren, kar tes.Lsch sternförmigen ACIN;><N 

und alle Re chtecke R:= R ((i 1 ,j 1 ), (i 2 ,j 2 )} C IN;MN gilt: 

Ist Rn A = ~, dann ist auch der Durchschnitt von A mit 

einem d~r fo~genden Re chtecke R1 ,R2 ,R3 ,R4 leer. 

R
1

:= R ((1,1},(i
2
,j

2
)) 

R
2

: :..; R ((1,N),(i 2 ,i
1

)) 

R
3

: = R ( (M, 1) , ( i 
1 

, j 
2

) ) 

R 
4 

: = R ( (M, N) , (i 
1 

, j 
1 

) ) 
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Beweis 

$ei AC !N;u,N e ine beliebige nichtleere, kartesisch stern

f örmige Menge, R = R ((i
1
,j 1 ) ,(i 2 ,j 2 )) C ~~~Nein beliebiges 

Rechteck und gelte: Rl"\A = ~- Zunächst werde die 

Gültigkeit der folgenden Hilfsbehauptung nachgewiesen. 

Behauptung: 

Für alle z 1 E.R
1

, z
2

ER
2

, z
3

ER
3 

und z 4 ER4 gilt 

R ( z 
1 

, z 4 ) /1 R :f= ~ und R ( z 2 , z 
3

) n R 'f ~ . 

Nachweis: 

Diese Behauptung ist aufgrund des Beispiels in Bild 5 

unmittelbar einzusehen. Da ein analytischer Beweis 

schreibtechnisc h recht aufwendig ist, möchte ich ihn 

mir ersparen. 

Bild 5 : Ein Beispiel zur De monstration der Aussage des 

Lemmas u n d der B:i.1f s behauptung. 
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Nun zum Beweis des Lemmas: 

Da A n i c ht l eer und karte s isch sternförmig ist, besitzt 
2 

A einen Zentra lpunkt z E A. Wegen R1 U R2 U R3 U R4 = INM><N 

gilt für e in k E.t1,2,3,4}: z E.Rk. Sei beispielsweise z E.R1 • 

Dann ist R4n A = (Zj. Denn angenommen es gibt ein w E.R
4

/\A. 

Wegen der kartesischen Ste rnförmigkeit von A bezüglich z 

gilt dann: R(w,z) CA und somit wegen AAR= (Zj: 

R(w,z)I\R = (Zj. 

Zufolge der obigen Behauptung gilt aber wegen z E R1 und 

wER4 : R(w,z)/\R 4= (Zj. 

Dies ist ein Widerspruch. Also war die obige Annahme falsch, 

d.h., es ist R4 /'\A = (Zj. 

In den anderen möglichen Fällen, z E R
2

, z E R
3 

oder z E R
4

, 

verläuft der Beweis ganz analog. 

Damit ist das Le mma (4.18) bewiesen. 

( 4 . 1 9) Lemma 

Für alle n i chtleeren und k a r tesisch sternförmigen AC IN;,cN 

gilt: 

Beweis 

Sei AC IN!xN e i ne be l i e b i ge n i cht leere, kartesisch stern

förmige Menge. Sei weiter 

R:= CA/"\ IN~><N = R ((j_1, j 1) ,( .i 2,j 2)) C IN; xN 

und R1 , R2 , R3 , R4 wi e im vorhe r.gehe nden Lemma (4.18). 

Wi.derspruchsbewc .i s : Angenomme n, e s ::: e i cAnA = Rf'lA = ~
Zuf olge Lemma (4.18 ) ist dann d ,:: r r.u r c hschn i tt von A mit 

einem der Rechte c k e R1 , R2 , R. 3 oder R
4 

l e er. Sei beispiels-

wei s e R1 /'I A =----= (2S. Weg en [i 1, j _2 J = cA, 
1 
/\[ 1,MJ gilt 

zufolg e Lemma (4.15.1) 

(i,j)EA 
i ~ i 1 

und hier mit f o lgt weg·en R
1 
r , l\ = (2S : ... > __ _ 

( i, j) E:A 
j ), j 2+1 



Bild 6: Ein Beispiel zur Demonstration des Beweisganges. 

Wegen [~ 1 , j 2J = cA, 2 n[1,NJ gilt aber zufolge Lemma (4.15.2} 

j 2 = max { k E. INN j ) t i , j ~ ~ SA J 
(i,j)EA 
j ➔ k 

und damit : j
2

~ j 2+1. Dies ist aber ein Widerspruch. 

Auf analoge Weise erhält man auch für R2 f\ A = (i:'S, 

R
3

AA =~oder R4n A =~einen Wi dersp ruch. 

Also war die obige Annahme CAf"\A = {zj falsch, d.h. es gilt: 

CA()A :f= (i:'S. 

Damit ist das Lemma (4.19) bewiesen . 

(4.20) Definiti o n 

Für alle nichtl ecren und kartesisch sternförm.i.ge n Mengen 

A C [NM
2

xN sei defi niert·. ("' l · f ( g L '.c / ,; . , • - l.11 CA,'! A) 

Hier be i iS t 1 -Lr ,f das Inf :lrium !:r.::~üg l ich der lexikographischen 
Ordnung in IN 2 . 
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( 4 . 2 1 ) Lemma 

Für alle n i chtleeren und kartesisch sternförmigen Mengen 
~ 2 

A c.lN;,.N und alle z E. IR gilt: 

fA(g(A)) ~ fA(z). 

Beweis 

Sei Ac IN~"N eine beliebige nichtleere, kartesisch stern

förmige Menge und z E. IR
2 

beliebig. 

Zufolge der Definition (4.20) ist g(A) E CA und damit gilt 

zufolge der Definition (4.7): 

fA(g(A)) = inf 2 fA(z') 
z' E IR 

Hiermit gilt dann wegen 

inf IR2 fA(z,) ~ fA(z) 
z'E 

natürlich auch 

f A ( g (A) ) ~ f A ( z) • 

Damit ist das Lemma (4.21) bewiese n . 

(4.22) Definition 

Sei n E. INMN . Dann beze ichne O{~ die Gesamtheit aller 

Anschlu ßbereichsvektoren (B
1

, B ,), ••• , B )E: Ol , für die 
" n n 

alle Bi (i E IN
11

) katesisch s ternförmig sind. 

Ols:= {(B 1 , B2 , ... , B >EOl 1 \f[ ,.::iN: B. ist. kartesisch 
n n n n 1 

sternförmig } . 

(4. 23) Lemma 

Für alle n EINMN und a lle (B 1 , B2 , · · ·, B
11

)ECJl~ gilt: 

( g ( B 1 ) , g ( B 2) , ••• ' g (BE} ) E ,;.[n • 
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Be we is 

Sei n E IN MN und (B 1 , B2 , .•• , Bn)E 01.: beliebig. 

Zu f olge der Definition (4.20) gilt für alle iE.INn: g{Bi)EB1 

Seien jetzt i,jE.IN mit i + j. Dann ist B./"\B. =~und n J. J 

somit gilt: g(B . ) + g(B . ). Also ist der Vektor 
]. J 

(g(B
1
), g(B

2
), ••• , g(Bn))Ec(n. 

Damit ist das Lemma (4.23) bewiesen. 

(4.24) Definition 

Für jedes n E INMN sei definiert: 

gn: Ol: - ofn 

(B 1 , B2 , ••• , Bn)i---.,gn (B 1 , B2 , ••• , Bn):= 

= {g{B1), g(B2), .•. , g(Bn)). 

(4.25) Satz 

Für alle n EINMN , für alle BEOl~ und für alle v EcCn gilt: 

L (g {B) ,B) ~ L (v,B). 
n n . n 

Beweis 

Sei nEINMN, B = (B 1 , B2 , ••. , Bn)E.ffi~ und v = (v 1 , v 2 , . . • vn)Eofn 

beliebig. Dann i st 
n 

t . . • d 
1 

( (T ( Bk ) , ( i , i ) ) = l ,J :, . . 

n 

= L fB (g(Bk)) und 

k=1 k 

n 

t . . · d 1 ( vk , ( i , j ) ) l, J 
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Für jedes kE.INn ist BkCIN~xN nichtleer und kar,tesisch 

sternförmig sowie vk E 1R2 . Zufolge Lemma ( 4. 21) gilt daher 

für alle k ~ INn: 

f B ( g ( Bk ) ) ~ f B ( v k) • 
k k 

Hiermit folgt jetzt natürlich sofort die Ungleichung 

Ln(gn(B) ,B) ~ Ln(v,B). 

Damit ist der Satz (4.25) bewiesen. 

(4.26) Korollar 

Für alle n E INMN und alle Be Ols ist g (B) E rL_ und därni:t gilt: 
n n n 

L (g (B) ,B) 
n n = min 

vEoCn 
L (v,B). 

n 

(4.27) Bemerkung 

Aufgrund der Aussage dieses Korollars (4.26) liefert die 

Abbildung g :Ol.s-+-_r eine Lösung der Aufgabe 7 (3.24), 
n n ~ 

sofern nur B€~ C Ol.n ist. 

(4.28) Definition 

Für alle n E INMN werde definiert: 

fn: ( IR2)n~a-n 

z ~ f (z) := (f
1 

(z), t
2 

(z) , .. .. , f (z)) 
n ,n ,n n,n 

Die Mengen f 1 (z), f
2 

(z), .•• ,f ( z )E:V( IN~.,N) der ,n ,n n,n r- ~~ 

' •'' I• . 

Zerlegung fn(z)E }n werden hierbei für z = (z 1 , z 2 , ••• , zn)E( IR2 ) 1 

wie folgt rekursiv erklärt: 

f 1 , n ( z ) : = { w E. IN~,. N / V i e f 2 , • • • , n J : d 1 ( z ,-w ) ~ d
1
( z i , w) J 

. . 
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k-1 
fk (z) := {wE.IN~xN '-U 

,n 1=1 

• 
• 

f l, n ( z) 1 V iE l k+ 1 , •.. , n}: 

a
1
(zk 1 w) ,a

1
czi 1 w) } 

f (z) := 
n,n 

2 
n-1 

INMxN '-.. LJ fl (z) • 
1=1 ,n 

(4.29) Lemma 

Für alle nEINMN, für alle z = (z 1 , z 2 , ... , zn)E ( IR
2

)n, 

für alle i,jEIN und für alle wE.fi (z) gilt: n ,n 

d1(zi ,w) ~ d1(zj, w). 

Ist außerdem j < i, dann gilt sogar 

Beweis 

2 n 
Sei n E. INMN , z = ( z 1 , z 

2
, ••• , zn) E. ( IR ) , i, j E- INn sowie 

wE.IN~xN beliebig und gelte: w E.fi,n(z). 

1.Fall: i = j 

In diesem Fall is t d
1 

(zi ,w) = a 1 (zj ,w) und damit gilt 

natürl ich auch die Ungleichung 

2. Fall i<j 

Wegen w E f. (z) qil t in diesem Fall zufolg e> der Definition 1,n · 
der Menge f. (z) in der Definit i on (4.28): 1,n 

a1( z i , w) ~ d
1
( z j , w) . 

3. Fall j < i 

Wegen w E. f. (z) i st w J. f . (z) und damit gilt zufolge der 1,n ~ J,n 

Definition der Meng e f. (z) in der Definition (4.28): 
J ,n 

Damit ist das Lemma (4.29) bewiesen. 
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(4.30) Satz 

Für alle nE.INMN, für alle z E.( IR
2

)n und für alle ZE ~n gilt: 

L (z, f (z)) ~ L (z,Z). 
n n n 

Beweis 

Sei nEINMN , z = (z 1 , z 2 , 
2 n ..• , z ) E. ( IR ) und n 

z = (Z 1 , z2 , ••• , Zn)E ~n beliebig. Dann ist 

n 

Ln(z,fn(z)) =L .... > _____ _ 
k=1 (i,j)E.fk {z) ,n 

und 

n 

t .. •d
1 

(zk , (i,j)) 
1,J 

L (z,Z) n =L _) ___ ti,j·d1(zk ,(i,j)). 

k=1 (i,j)€Zk 

Widerspruchsbeweis: Angenommen,es sei L (z,f (z))> L (z,Z). 
n n n 

Da ( f 
1 

( z ) , f 
2 

( z ) , ••. , f ( z) ) und ( Z 
1 

, Z 
2 

, ••• , Z ) ,n ,n n,n n 
2 

Zerlegungen des Netzrasters INMXN sind, gibt es dann ein 

2 
wE.INMxN, ein kE.INn mit wEfk,n(z) und ein lE.INn mit wEZ 1 , 

so daß gilt: d
1
(zk ,w) > d

1
(z 1 , w). 

Wegen w€fk (z) gilt zufolge Lemma (4.29) aber andererseits ,n 

auch d
1
(zk ,w) ~d

1
(z 1 ,w) und damit liegt ein Widerspruch 

vor. Also war die obige Annahme falsch, d.h. es gilt: 

L (z,f (z)) ~ L (z,Z). 
n n n 

Damit ist der Satz (4.30) bewiesen. 

_( 4. 31) Korollar 

Für alle nEINMN , für ale vE:cCn und für alle BE.Ol.n gilt: 

Ln (v,fn (v)) ~ Ln (v,B). 
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(4.32) Korollar 

Für alle n E INMN und für alle v€cl:,n gilt: 

L (v, f (v) ) ~ min L (v, B) • 
n n BEOl n 

n 

{4.33) Korollar 

Für alle n EINMN , für alle vE.oC und für alle BE.Ol
8 

gilt: n n 

Ln (v, fn {v) ) ~ Ln (v, B) • 

{4.34) Bemerkung 

Aufgrund der Aussage des letzten Korollars (4.32) liefert 

die Abbildung f : oC ~"L unter Umständen eine Lösung der n n dn . 

Aufgabe 4 ( 3. 15) • Denn sei n E INMN sowie v EoCn gegeben und 

sei f {v)EOl C 'l.. , dann gilt zufolge Korollar (4. 32): . n n On 

Ln{v,fn(v)) = min 
BEOl n 

{4.35) Satz 

L {v,B). 
n 

Für alle nEINMN und für alle ve.cLn ist fn(v)EOln und es gilt: 

Beweis 

L (v,B). 
n 

Sei n EINMN und v = (v
1

, v
2

, •.• , v )E cC b elieLiq. Dann ist n n . 

zufolge der Definition {4.28) f (v) = (f
1 

lv ), i: r, (v), ••• , 
n , n "'" ,n 

f ( v ) )E ~ und es gilt für alle iE IN : v. E f. (v ). n,n i'Jn n 1 1 ,n 

Damit ist aber f. (v) + ~ für alle i E. IN u n d somi t 1 ,n n 

fn(v)c(\ . Zufolge Korollar (4. 32) und zufolge der 

Bemerkung (4.34) gilt hiermit: 

Ln(v,f (v)) = min L (v,B). 
· n BEot n 

n 

Damit ist der Satz (4.35) bewiesen. 
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(4.36) Bemerkung 

Es sei angemerkt, daß der letzte Satz (4.35) nur deshalb 

so einfach zu beweisen war, weil an die Elemente von (]t.._ n 
so geringe Anforderungen gestellt werden. Siehe hierzu 

auch die Bemerkungen in (2.4). Wie im folgenden gezeigt 

wird, hat die Abbildung fn: ( R
2 }n____..J-n noch eine weitere 

Eigenschaft, die sich als günstig erweisen wird. 

(4.37) Lemma 

Für alle nEINMN, für alle v = (v 1 ,v2 , ••• ,vn)E.oCn und für 

alle k € INn gilt: fk,n (v) ist bezüglich vk kartesisch 

sternförmig. 

Beweis 

Sei n E. INMN , v = (v 1 , v 2 , ... . , v )E ~ und k € IN beliebig. n n n 

Es ist zu zeigen, daß für alle w E. fk (v) gi 1 t: ,n 

R(w,vk) c fk,n(v). 

Sei also w E.fk,n(v) und uER(w,vk) beliebig. Dann gilt: 

a1 (w,u) + d 1 (u, v k) = d 1 (w,vk). 

Widerspruchsbeweis: Angenommen, 

gibt es ein 1€ IN mit 1 =t= k und n 

1 • Fall 1 < k 

es sei u Ef f k (v) • ,n Dann 

u € f
1 

(v) • ,n 

Zufolge Lemma (4.29) gilt ctann wegen wE.fk,n(v) ein~rseits 

a1 (w,vk) < d 1 (w,v1 ) und wegen u € f l,n (v) andererseits 

a 1 (u,v1 )~d
1
(u,vk). Mit Hilfe dieser letzten Ungleichung, 

der Dreiecksungleichung und der obigen Beziehung 

d 1 (w,u} + d 1 (u,vk) = a1 (w,vk} folgt weiter: 
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d
1 

(w,v
1

) ~d
1 

(w,u) + d
1 

(u,v
1

) ~d1 (w,u) + d 1 (u,vk) = d 1 (w,vk) • 

Dies ist aber ein Widerspruch zur obigen Ungleichung 

d 1 (w,vk) <d 1 (w,v1 ). 

2. Fall 1 > k 

Zufolge Lemma {4.29) gilt dann wegen wE.fk (v) einerseits ,n 

d 1 (w,vk) ~ d 1 (w,v1 ) und wegen uE fl,n (v) andererseits 

d 1 (u,v1 ) <d1 (u,vk). Mit Hilfe .dieser letzten Ungleichung, 

der Dreiecksungleichung und der obigen Beziehung 

d 1 (w,u) + d 1 (u,vk) - d 1 (w,vk) folgt weiter: 

a1 (w,v1 ) ~ d 1 (w,u) + d 1 (u,v1 ) < d 1 (w,u) + d 1 {u,vk) - d 1 (w,vk). 

Dies ist aber ein Widerspruch zur obigen Ungleichung 

d 1 {w,vk) ~ d 1 (w,v1). 

In jedem Fall erhält man also einen Widerspruch. Damit 

war die obige Annahme falsch, d.h. es gilt: u E. fk {v). ,n 

Damit ist das Lemma (4.37) bewiesen. 

(4.38) Lemma 

Für alle n E INMN und für alle vE.cl gilt: f {v)E Ol. s und n n n 

Beweis 

Sei nE.INMN und v = (v 1 , v 2 , ... , vn)EcCn beliebig. 

Zufolge Lemma {4.37) gilt dann für alle kEIN : fk (v) n ,n 

ist bezüglich vk kartesisch sternförmig. Also gilt: 

fn(v) = (f 1 ,n(v), f 2 ,n(v), ... , fn,n(v))E.Ol.~ 

und somit ist aufgrund der Definition der Abbildung gn 

in der Definition ( 4 .24) gn(fn{v))EoCn . 

Damit ist das Lemma (4.38) bewiesen. 
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(4.39) Definition 

Aufgrund des Ergebnisses von Lemma (4.38) kann für jedes 

nE:INMN definiert werden: 

(1) h :of:. ~cC 
n n n 

V ~ hn(v): = g(f (v)). 
n n 

( 2) ~: oCn ---..- IR-t 

V ..__....~ (v):= Ln (v, fn (v) ) • n 

(4.40) Satz 

Pür alle nE.INMN und alle ve.cCn gilt: 

;t'__ (h (v)) ~ :P (v) • 
n n """'n 

Beweis 

Sei n E INMN und ve oCn beliebig. Dann ist zufolge Lemma ( 4. 38) 

f (V)t Ol s , h (v) = g (f (v) )Ec:L und es gilt 
n n n n n n 

-;;f,n(v) = L (v,f (v)) n n 

sowie 

= L (g (f (v)), f (g (f (v)))). 
n n n n n n 

Zufolge Satz (4.25) gilt nun 

L (g (f (v)), f (v)) ~L (v, f (v)) 
n n n n n n 

und zufolge Korollar (4.33) 

Ln (gn (fn (v)), f
11 

(gn (fn (v) )_)) ~ Ln (g
11 

(fn (v)), fn (v)). 

Zusammen gilt also oe (h {v)) ~ ~ (v). n n n 

Damit ist der Satz (4.40) bewiesen. 

(4.41) Satz 

Für alle nelNMN und alle v•E J:, mit ~ (v,.) = min ol_ (v) gilt: 
n n vecC n 

n 
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Beweis 

Sei nE. INMN und v'ecCn beliebig mit ~n (vtt) = 

Zufolge Satz (4.35) gilt für alle vEC n 

~n(v) = Ln(v,fn(v)) = min L (v,B). 
BEOl. n 

n 

Hiermit 

~n (v1t) 

folgt nun: 

= min ;;f, (v) = 
ve.eC.n n 

L (v,B). n 

min L (v,f (v)) = 
vf.,/; n n 

n . 

Damit ist der Satz (4.41) bewiesen. 

(4.42) Bemerkung 

min min 
vbl, BE.ot n n 

L (v,B) = n 

Für jedes nEINMN und jedes t;'•ec mit ;e (v•) = min~ (v) 
n n veC. n 

n 

ist also v*E cJ:, und B* = f (v*) t (Jl s eine Lösung der 
n n n 

Aufgabe 8 (3.27). 

Anstelle der Aufgabe 8 (3.27) betrachte ich daher die 

folgende einfachere Aufgabe 9 und anstelle d e r Aufgabe 8 a 

(3.29) die folgende einfachere Aufgabe 9 a. 

(4.43) Aufgabe 9 

Gegeben: t E IN~x N , n E INMN . 

Gesucht: v.,.E.J:, mit ;;e (v,.) = 
n n 

(4.44) Aufgabe 9 a 

Gegeben: t E INM><N 0 , n E INMJ:-l • 

min~ (v) • 
Vf.f:L n 

n 

Gesucht: vEC mit n 
;e (v) ~ min 'of,, (v) . 

n VE"it n 
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(4.45) Algorithmus 6 

Lösung ßer Aufgabe 9 a mit Hilfe der Abbildung hn:cCn~cCn. 

Step 0: Start 

Step 1 : Eingabe von t E INM><N und n E.INMN . 
0 

Step 2: Wahl von vE.cL n 

Step 3: U:= · ~ 

Step 4: u·-.- U u{.vJ 

Step 5: v:= h (v) 
n 

Step 6: Wenn v ~u, dann gehe nach Step 4. 

Step 7: 
,..., 
v:= V 

Step 8: Stop 

(4.46) Satz 

Der Algorithmus 6 ist ausführbar. 

Beweis 

Teil 1: Step 2 

Zufolge n E INMN ist cl:,n =t: ~. Aus diesem Grunde ist die Wahl 

eines ve.J:; mög lich. 
n 

Teil 2: Schleife . 

Behauptung : Di e Schleife wi rd nur endlich o ft durchlaufen. 

Nachweis durch Widerspr u chsbeweis: Angenorr@en , die Schleife 

wird une nd lich oft durchlaufen . Dann ist card U = ~. 

Andererseits ist aber cardcC € lN und es g ilt: uc.cC . 
ll n 

Die s ist ein Widerspruch~ 

Damit ist der Satz (4 . 46) bewiesen. 
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(4.47) Bemerkung 

Uber die praktische Ausführbarkeit des Algorithmus 6 

sagt der Satz (4.46) relativ wenig aus. So ist beispiels

weise die Wahl des Start-Lagevektors weiterhin völlig frei. 

Und auch die Schleifenorganisation ist noch viel zu 

aufwendig. Diese Schleifenorganisation könnte aber um vieles 

einfacher aufgebaut werden,wenn lediglich Fixpunkte der 

Abbildung h : cC _.,cC zu berechnen wären. n n n 

Da der Algorithmus 6, von einem Start-Lagevektor ausgehend, 

in jedem Schleifendurchlauf einen neuen Lagevektor vErLn 

berechnet und hierbei zufolge Satz (4.40) den Wert ~n(v) 

des Gütefunktionals ';J;, : oC ~ IR. .... nicht vergrößert, sagt man n n T 

auch, daß der Algorithmus 6 ein "lokales Optimum" des 

Anschlußnetzes ermittelt. 

(4.48) Definitionen 

Sei n EINMN . 

(1) Ein v*EaCn heiße ~ptimal, wenn gilt: 

~ (v ) = min ;I:., (v) • 
n Vf«Cn n 

Die Gesamtheit aller optimalen 

bezeichne t. J;tt.: = f v*EcC 1-;r;_ (v 
n l n n 

vftEJ: werde rni t Z"' n n 

) = min ~ (v) J 
vccC n 

n 

( 2) Ein v
0

E J:;n h eiß<~ ein Fixpunkt der Abbildung hn: oC n ---+-c/:;n 
1 

0 0 wenn gilt: v = h (v). n 

Die Gesamtheit aller Fixpunk t e de r Abbildung h : oC --.-oC, 
n n n 

werde mit J;, 0 bezeichnet. n 
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(4.49) Bemerkung 

Zunächst ist klar, daß für jedes n E INMN die Menge cl! 
nicht leer ist (die Menge~ ist endlich). Es ist aber n 
noch offen, ob auch cC~ für jedes n E INMN nicht leer ist. 

Mehrere kleinere durchgerechnete Beispiele zeigten jedoch, 

daß die Menge J:,, 0 stets mindestens ein Element enthielt n 

(zumeist enthielt die Menge J:; 0 sogar relativ viele n 
Elemente). 

Die Mengen z;oe~ s~lber und _auch die Relationen zwischen 

diesen beiden Mengen sind also noch genauer zu erforschen. 
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5. SCHLUSSBEME RKUNGEN 

Hier i m Rahmen die ser Schlußbemerkungen soll kurz darauf 

einge g a nge n werden, wie die Untersuchungen zum Problem 

d e r Koste noptimi erung von Nachrichtensystemen mit zentra

ler Ve r mi tt lung weiterzuführen sind. 

I n Verbindung mit den verschiedenen Optimierungsaufgaben 

de s 3 . Abschni ttes ist es von großem Interesse , wie bei 

reale n Nachr.ichtensystemen di_e zusammenhänge zwischen den 

einzelne n Terme n der Kostenfunktion aus (2.13) geartet 

sind. De nn d ie Frage, ob die verschiedenen Näherungs

lösungen der vereinfachten Optimierungsaufgaben tats äch

l ich auch eine brauchbare Näherungslösung der Aufgab e 1 

(3.2) erg e ben, is t vermutlich nur bei einer genauen Kennt

nis dieser Zusa rrunenhänge zu beantworten. Aus diesem 

Gr unde s o llen als nächstes die Kostenrelationen in großen 

Fer nsprecho r tsne t z en mit mehreren Vermittlungsstellen 

genauer a nalysiert werden. Diese g ro ße n Fe r n sprechorts

netze sin d f ü r die Analyse der Kostenre l a tionen sicher

lich am be s t e n g e e ignet, d e nn einerseits li c g ,"n über sie 

die au s f ührlichste n Informaiionen vor (siehe be i spiels

we i se in [ 2 , 9 , 10, 14] ), und anderersei t s i s t das Haupt

z i el der g e s am h=c. n Überlegungen doch die En twicklung 

eines Optimier1Jn J sve rf ahre n s für :E'ernsprech.sys t eme (und 

Fernspr e c hor tsnet ze mit mehrere n Ve r mittlungsstellen 

sind n un einmal i n jedem Fernsprechsystem vo r hande n}. 

A.uch be i d e r Un t ,,, r. s uchung des Algor i t hmus z u.c " lokale n 

OptJrnierung " d er · Ansch lußnetzes i m 4. lU.1schn.i t t sin d 

e i n i ge Fraqr'n o f fe n gebl i e ben . Da •·; ind zum e ine n d ie 

Fragen nach der Wah l eine s gün s t i gen Sta rt-Lagevektors, 

nach der Vere i n f u~ hung der Sc h l e i f enorgani s a t ion und nach 

d em Zusammer, hang zwisch en d e n Men rJe n ~* und J; 0
. Zum a nderen 

n n 
aber a uc h d i e Fra9e n a ch , ... :Ln e r Mod i f i katj on d e s .:m gegebenen 

Algorithmus, so d a ß s i ch d i e obigen d rei Fn -1 9 e n e ventuell 
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l eichter beant worten lassen. Im Anschluß an die Analyse 

der Kostenrelationen in Fernsprechortsnetzen soll an 

der Beantwortung dieser Fragen weitergearbeitet werden. 



- 66 -

6. DIE WICHTIGSTEN FORMI:.:LZEICHEN 

A Verkehrsangebot 

Ak, Ak Ak(H) Ak,l(H) 
X' X ' X ' 

14 

Ak,l 
x,y Verkehrsangebot 

reelle Konstante 15 

Menge der Anschlußbereichsvektoren 7 

' 

13 

(Xn Menge spezieller Anschlußbereichsvektoren, Teilmenge 

von ö\i 8 

~ Menge spezieller Anschlußbereichsvektoren, Teilmenge 

von ~ 51 

B Anschlußbereichsvektor 

~k, 1 11 rw ree e Konstante 

ßk,l reelle Konstante x,y 

16 

15 

7 

card Kardinalzahl, Anzahl der Elemente 61 

CA, 1' 
l 

öx,y 

d 

Teilmenge von ~ 2 
37 

Teilmengen von IR 37 

reelle Konstante 15 

Metrik ( entweder d 
1 

oder d2 ) 

kartesische Metrik 9 

euklidische Metrik 9 

Differentia loperator 35 

partieller Differentialope rator 

Entfernungs funktion 

Entfernungsfunktion 

14 

15 

9 

35 

fA, ~7\, l ' fA, 2 Abbildun,H.;n von IR ><fR in 1R 32 

fA,l' fA, 2 Abbildungen von m jn IR 32 
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1 1 

f A, 1' fA,2 Ableitungen von fA, 1' fA,2 34 

-1 
f A, l Umkehrabbildung von fA, l 38 

fn Abbildung von ( IR2) n in ln 53 

fk,n(z) Teilmenge 2 53 von INM"N 

h 

hl 

h2 

h n 

H 

i 

il' 

inf 

id IR 

j 

j l' 

K n 

l 

li . 
'J 

Abbild Atns in rn ung von v, CII,., 

reelle Zahl 

52 

50 

_Abmessung der Flächengrundeinheit 6 

i2 

+ 

j2 

Länge der Flächengrundeinheit 

Höhe der Flächengrundeinheit 

Abbildung von cC . in oln n 

Teilmenge 2 12 von INMxN 

natUrliche Zahl 5 

natürliche Zahlen 41 

59 

5 

5 

Infinum, größte untere Schranke 37 

i dentische Abbildung von IR+ 10 

natür l iche Zahl 5 

natürliche Zahlen 41 

Ve rb i n d ungsleitungsmatrix 18 

Kompo nente der Verbindungsleitungsmatrix 1, nicht

negative ganze Zahl 18 

r e el le Konstanten 9 

s pezielle Verbindungsleitungsmatrix 21 

1* (n), 1* (n*) spezielle Ve rbindungsleitungsmatri:aen ~3 
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r, Icn> spezielle Verbindungsleitungsmatrizen 23 

r 
1-inf 

min 

M 

n 

spezielle Verbindungsleitungsmatrix 

spezielle Verbindungsleitungsmatrix 

24 

26 

Infinum bezüglich der lexikographischen Ordnung 

in IN
2 

50 

Kostenfunktion von ~ in n 

Menge der tagevektoren 7 

59 

spezielle Mengen von Lagevektoren, Teilmengen 

von oCn 62 

Minimum 21 

Länge des Netzrasters, natürliche Zahl s 

Anzahl der Vermittlungsstellen 7 

n* spezielle Anzahl der Vermittlungsstellen 21 

~ n spezielle Anzahl der Vermittlungsstellen 23 

N Höhe des Netzrasters, natürliche Zahl S 

IN 

IN 
0 

IN n 

INq 

INMN 

IN
2 

2 
INM"'N 

INn>cn 
0 

IN~xN 

Menge der natürlichen Zahlen 7 

Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen 18 

Menge der natürlichen Zahlen :!!:n 7 

Menge der natürlichen Zahlen ~q 11 

Menge der natürlichen Zahlen ~ 8 

Menge der Pu1re natürlicher Zahlen 50 

Menge der Paare natürlicher Zahlen (i,j ) mi~ 

i ~ M und j ~ N 5 

Menqe de r n mal n Matrizen au s nichtnegat i v·en 

ganzen Zahlen 18 

Menqe der M real N Matrizen aus n ich tn ,~'rJ a Liven 

ganzen Zahlen 6 
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P1 Preisfunktion von IR+ in IR+ 9 

P2 Preisfunktion von IN in IR+ 19 
0 

; p3 Preisfunktion von IR+ in IR+ 19 

ll Potenzmenge, Gesamtheit aller Teilmengen 32 

1' ( 2 
INMxN) Potenzmenge von 2 

INMxN 32 

( ,;.> ( 2 n Menge der n-Tupel Elementen aus der INM>CN) ) von 
2 Menge ,2( INMxN) 32 

IR Menge der reellen Zahlen 

IR2 
Menge der Paare reeller Zahlen 5 

( IR
2

) n Menge der n-Tupel von Elementen aus 1R2 7 

Menge der nichtnegativen reellen Zahlen 9 

Menge der n mal n Matrizen aus nichtnegativen 

reellen Zahlen 18 

Menge der M mal N Matr ·. zen aus nichtnegativen 

reellen Zahlen 11 

Menge der M mal N Matr izen mit Komponen
M>tN 

ten aus IR+ 11 

Rechteck, Teilmenge von E 2 

9 reelle Konstante 20 

so 

sgn Signum-Funktion 34 

nichtnegative g anze Zahl 39 

2 
Sphäre in INMxN 14 

t Teilnehmerprofil 6 

t 1 . Komponente des •reilnehmerprofils t, nichtnegative , J 
ganze Zahl 6 

Anzahl von 'l'eilnehmern 12 

Menge aller Teilnehme r 11 



V 
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spez ielle Mengen von Teilnehmern, Teilmenge von 

fJ° 11 

spezielle Menge von Teilnehmern, Teilmenge von 'J 12 

Lagevektor 7 

spezieller Lagevektor 21 

v*(n), v*(n'tt') spezielle Lagevektoren 22 

v, v(n) spezielle Lagevektoren 

V 

spezieller Lagevektor 

spezieller Lagevektor 

Verkehrsprofil 11 

24 

26 

23 

V Komponen t e des Verkehrsprofils V, nichtnegative x,y 
reelle Zahl 11 

vk,l Verkehrsangebot, nichtnegative reelle Zahl 14 x,y 
V n 

,ign 

Kostenfunktion von ( IR
2 )n>< IN~><n in IR+ 

Menge der Verbindungsleitungsmatrizen 18 

19 

~ (B) n spezie lle Menge von Verbindungsleitungsmatrizen, 

Teilmenge von 19 

W(B) Verkehrsmatr ix 18 

Wi . (B) ,J Komponente de r Verkehrsmatrix W(B), nichtnega

tive reelle Zahl 18 

Menge der· ge1nzen Zahlen 

Menge der Paare ganzer Zahh ~n 47 

8n 
' ) 

Menge der Zer l egungen von IN„ 7 M><N 

~ i st gleich 5 

• is t ungleich 7 

ist definitionsgemäß gleich 7 
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ist ungefähr gleich 15 

E. ist Element von 6 

ist nicht El.emerit von 24 

C. ist Teilmenge von 10 

U Vereinigung 6 

/"'\ Durchschnitt 6 

Mengendifferenz 34 

X 

~ 

~ 

L 
1 • 1 

1 • 1 

1 • 1 1 

1 • 1 2 

[. , .] 

( . , . ) 

kartesisches Mengenprodukt 

leere Menge 

Mengenklammer 7 

für alle, Allquantor 7 

impliziert 7 

Abbildungspfeil 9 · 

Zuordnungspfeil 9 

Summenzeichen 10 

Betrag einer Zahl 9 

Anzahl 'der :Elemente ' 12 

Betragssummennorm 9 

euklidische Norm 9 

abgeschlossenes Intervall 

Zahlenpaar 6 

(.,.) offenes Intervall . 40 

L n 

5 

5 

10 
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