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Zusammenfassung
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Optimierungsaufgabe werden angegeben.AnschlieBend wird
ein Algorithmus zur "lokalen Optimierung" des AnschluB-
netzes genauer analysiert.
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1. UBERSICHT

Nachrichtensysteme mit zentraler Vermittlung bestehen im
wesentlichen aus zwei unterschiedlich gearteten Netzwer-
ken: aus dem AnschluBnetz, das die einzelnen Teilnehmer
mit einer Vermittlungsstelle verbindet, und aus dem Ver-
bindungsnetz zwischen den Vermittlungsstellen. Der opti-
male Entwurf eines derartigen Vermittlungssystems bestehe
darin, ausgehend von der Lage und dem Verkehrsangebot der
einzelnen Teilnehmer, das AnschluBnetz und das Verbindungs-
netz so zu dimensionieren, daB der vorgegebene Vefkehr mit
einem bestimmten Verlust abgewickelt werden kann und ein
Nachrichtensystem entsteht, das mit minimalen Kosten zu

realisieren ist.

Bei der Berlicksichtigung weiterer Informationen, wie bei-
spielsweise spezieller topographischer Eigenschaften des
Netzbereiches oder schon vorhandener Netzteile, wiirde sich
die Entwicklung eines Verfahrens flir diesen optimalen Ent-
wurf des Nachrichtensystems sicherlich erheblich schwieri-
ger gestalten. Aus diesem Grunde sollen zundchst neben den
Lagen und dem Verkehrsangebot der Teilnehmer keine weiteren

Eingangsdaten berilicksichtigt werden.

Dies flihrt natiirlich dazu, daB mit dem zu_entwickelnden
optimalen Entwurfsverfahren nur ein Teil der Kosten des
Nachrichtensystems zu minimieren sein wird. So wird bei-
spielsweise mit diesem optimalen Entwurfsverfahren nicht
entschieden werden k&nnen, welche'Kabel als Erdkabel und
welche Kabel als RShrenkabel verlegt werden sollen, da zu
dieser Entscheidung weitere Informationen notwendig wdren.
Der genaue Anteil der Kosten des Nachrichtensystems, der
mit Hilfe des zu entwickelnden optimalen Entwurfsverfahrens
zu minimieren ist, wird noch genauer bestimmt werden miissen.

Zundchst wird aber in Abschnitt 2 die Schreibweise der Aus-
gangsdaten vereinbart, und es wird gezeigt, wie das Fern-
sprechverkehrsprofil ndherungsweise aus dem Teilnehmerpro-
fil berechnet werden kann. AuBerdem wird in Abschnitt 2



festgelegt, Voh weloren Zusammenhdngen zwischen der Anzahl,
den Lagen und den AnschluBbereichen der Vermittlungsstellen,
dem Verbindungsnet: .»d den Kosten des Nachrichtensystems

bei der Optimierun: asgegangen werden soll.

Im Abschnitt 3 wird dann, mit Hilfe der im Abschnitt 2 be-
reitgestellten Sprache, das Problem der Kostenoptimierung
von Nachrichtensystemen mit zentraler Vermittlung als
Optimierungsaufgabe formuliert. AuBerdem werden im Ab-
schnitt 3 die aus der Literatur ablesbaren Algorithmen zur
Ldsung bzw. zur ndherungsweisen Losung dieser Optimierungs-
aufgabe angegeben. Hierbei wird jeweils kurz darauf ein-
gegangen, welche Aufgaben mit welchen Algorithmen bisher

schon in der Literatur gel&st wurden.

Im Abschnitt 4 wird sodann der Algorithmus zur Optimierung
des AnschluBnetzes, der in sdmtlichen der bisher in der
Literatur angegebenen L&sungsversuche der Optimierungs-
aufgabe vorhanden ist, ausformuliert und auf seine Aus-

fiihrbarkeit hin untersucht.



2. DAS MATHEMATISCHE MODELL EINES NACHRICHTENSYSTEMS MIT
ZENTRALER VERMITTLUNG

(2.1) Der Netzbereich

Der Netzbereich wird als eine vorgegebene Teilmenge des Rz
angesehen. Es wird weiter o.B.d.A. angenommen, daB der Netz-
bereich rechteckfdrmig ist und sich in M mal N gleichgroBe
und achsenparallele Rechtecke, die sogenannten Fldchengrund-
einheiten, einteilen 1&Bt. Siehe hierzu Bild 1.
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Bild 1: Der Netzbereich und seine Einteilung in Fl&chen-

grundeinheiten.

Mit der einfachen Koordinatentransformation

_ 1 ~ -~
X = E1( X - %)
A ~ o~
y = 52( Y - Y,
wird aus diesem Netzbereich der Bereich [%,M+%]x[-;—,N+—;-]C IRZ.

Dieser neue Bereich soll im folgenden der Norm-Netzbereich

genannt werden. Analog sollen im folgenden die M mal N
gleichgroBen und achsenparallelen Quadrate, in die der
Norm-Netzbereich eingeteilt ist, die Norm-Fldchengrundein-
heiten genannt werden. Siehe Bild 2. Mit diesem Norm-Netz-
bereich gemdf Bild 2 soll im folgenden zumeist gerechnet

werden. Hin und wieder wird es sich auch als zweckm&Big

erweisen, wenn lediglich.mit der Menge ,N;xN

heit aller Mittelpunkte der Norm-Flichengrundeinheiten,

, der Gesamt-



gearbeitet wird. D+ “¢nge NaxN soll dann das Netzraster

genannt werden.
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Bild 2: Der Norm-Netzbereich und seine Einteilung in

Norm-~Fldchengrundeinheiten

Sofern nichts anderweitiges gesagt wird, soll stets

h=h, =h

1 angenommen werden.

2

(2.2) Das Teilnehmerprofil
Die Verteilung der Teilnehmer im Netzbereich wird eben-

falls als vorgegeben angesehen, und zwar in der folgenden
Form: Es wiid angenommen, daf die Anzahl der Teilnehmer
innerhalb einer jeden einzelnen Fléchengrundeinheit bekannt

ist. Die Anzahl Jer Teilnehmer in der (i,j)-Fladchengrund-

einheit so0ll mit &, . bezeichnet werden ( (i,j)G.lN2 )
‘ ted MxN i<
Die Matrix t := (ti ) 2 €N heiBe das Teil-

e (i'j)g'mﬁnN
nehmerprocfil. el

Da hier vor allem die Anz2hl, die T.agen und die AnschluB-
bereiche der Vermittlungsstellen bestimmt werden sollen,
ist es zundchst sicherlich cervechtfertigt anzunehmen, das
die Teilnehmer der (i,Jj)~Flichengrundeinheit im Mittel-

puinkt dicser Fldchengrundeinbai konzentriert sind.
Die Zahl ti 3 soll in dicsem Zusamnenhang auch die Stérke
A 2

der (i,j)~-Teilnehmergruppe genannt worden ( (i’j)e'NMxN ) .



(2.3) Die Lagen der Vermittlungsstellen

Sei n€IN die Anzahl der Vermittlungsstellen. Die Lagen

dieser n Vermittlungsstellen seien mit VyrVoree sV be-

zeichnet. Es gelte vie IR2 fir iean und A ¥ vj fir

i ¥ j . Es sei aber zundchst nicht vie 'nglxN und auch
nicht vié [%,M+%]X[%,N+-]2'-] fir ie an angenommen.
Der Vektor v := (v1,v2,.'..,vn) € ( IRZ)n heiBe der Lage-

vektor der n Vermittlungsstellen. Die Gesamtheit aller
méglichen Lagevektoren der n Vermittlungsstellen werde
mit °Cn bezeichnet.

(2.4) Die AnschluBbereiche der Vermittlungsstellen

Sei n€IN die Anzahl der Vermittlungsstellen und v =
(V1 PVoreos ,Vn)G. d;‘ ihr Lagevektor.

Die Gesamtheit aller mdglichen Zerlegungen der Menge

2 " ; ; :
lNMxN in h6chstens n Teilmengen werde mit 3'n bezeichnet.
2 2

n
— n =
In = {0 M) € (RO ) iL=j1Mi— R0

Vi, JEN :i¢)=pM OM = ¢ }

Die AnschlufBbereicheder n Vermittlungsstellen seien mit
" 2
By/Bys...,B ~ bezeichnet. Es gelte B ,CNy, . mif B, # ¢

&
fiir alle i€N_ , B.NB, # ¢ fiir i $#3j und (B, =
n ' Ui f=1 1t

=.N1\24xN . Die AnschluBbereiche B.',Bz,.. .,Bn bilden also
eine Zerlegung des Netzrasters lNﬁxN in n nichtleere
Mengen. Es sei vereinbart, daR Bi stets der Anschlufibe-
reich der Vermittlungsstelle im Punkte vy sein soll

(iem ).

Der Vektor B := (B1'Bz""’Bn)€3n mit B, ¥ ¢ fir alle
i€ N heiBe der AnschluBbereichsvektor der n Vermittlungs-
stellen. Die Gesamtheit aller méglichen AnschluBbereichs-
vektoren der n Vermittlungsstellen werde mit Cl.n bezeichnet.

o :={(B1,B2,...,Bn)e3n| ViE'Nn=Bi*¢}
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Bild 3: Ein Beispiel filir ein MXN = 8%5 Netzraster mit
n, = 3 Vermittlungsstellen mit dem Lagevektor
v = (v1,v2,v3) und dem AnschluBbereichsvektor
B = (B1,BZ,B3) :

o Elemente des Netzrasters (Lage der Teinehmer-
gruppen)

C)‘Lage der Vermittlungsstellen
(:) AnschluBbereiche der Vermittlungsstellen.

An die Elemente der Menge Clh kénnten weitere Forderungen
gestellt werden. So kdnnen z.B. zwei Zahlen n N €N

gegeben seinund dann gesetzt werden:
'.___ ' = i .
ot :=O (n ,n.) : {(B.],iz,...,Bn)E%nlVJ.Gan.

n tj,k é,no }

u 3
(J,k)eBi

Hiermit k&nnte beispielsweise beriicksichtigt werden, daf
die Anzahl der Teilnehmer pro Vermittlungsstelle innerhalb
vorgegebener Schranken liegen soll. Im weiteren Verlauf
soll aber zundchset immer mit Cﬂn gemid 3 der ersten Defini-
tion gearbeitet werden.

Es sei noch angemerkt, daf natiirlich fir alle nelN mit
n > MN giltzcml==¢ . Im folgenden k&nnen wir uns daher

auf den Fall rlelvalN heschrinken ( n ist immer die Anzahl

der Vermittlungsstellen ).



(2.5) Die verwendete Metrik

Zur Abstandsmessung im AnschluBnetz und in kleineren Vef—
bindungsnetzen Ortsverbinduﬁgsnetzen ) soll die 11—Me—
trik d1

wendet werden. Diese Metrik d1 wird durch die Betrags-

summennorm |. |, : mz-——-R+ des R’ induziert. Es gilt:

d1 : IRZX IRZ———IR+

P | (X1 ,y1) ’ (Xz,yz) ) "_"’d»l ((X1 ry1) ’ (xz :YZ)) =

, die auch kartesische Metrik genannt wird, ver-

ol T2 SRS 200 FEL ESIE Y N PR 2T I

Zur Abstandsmessung in groBen Verbindungsnetzen soll dage-
gen die 1.-Metrik 4 die auch euklidische Metrik ge-

’
nannt wird? verwendetzwerden. Diese Metrik d2 wird durch
die euklidische Norm |-|2 : Rz——o—R+ des Rz induziert.
Es gilt:

2 2

d2‘ : RX R —e R

2,1/2

— - 2 -_—
Im weiteren Verlauf dieser Arbeit soll an denjenigen Stel-
len, an denen nicht im voraus entschieden werden kann
welche der Metriken d1 oder d2 zur Anwendung kommt,
das Symbol d verwendet werden.

3

(2.6). Die Preisfunktion fiir die AnschluBleitungen

Die P¥eisfunktion p, : R —R,_ ist eine isotone, nicht
notwendig stetige Funktion, mit deren Hilfe die Kosten der
einzelnen AnschluBleitungen in Abhdngigkeit von ihrer Ldnge
festgelegt werden k&nnen. Wird beispielsweise ab einer ge-
wissen Lénge 1o von de¢r O, 4mm Cu-Leitung zu einer O,6mm
Cu-Leitung ilibergegangen, und soll die gesammte L&nge einer
AnschluBleitung die Ldnge lgr mdglichst nicht ldbersteigen,
so kann man Py ¢ IR+—---w—lR+ wie in Bild 4 angegeben wdhlen.
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Bild 4: Ein Beispiel fiir den Graphen einer Preisfunktion.

Um die Uberlegungen jedoch nicht allzusehr zu komplizieren,
wird zumeist P, = ile gesetzt werden.

(2.7) Die Kosten des Anschlufinetzes

. 2
Sei n€e N, z=(z1,zz,...,zn) e ( R)™ und Z=(Z1,Zz,...,Zn)€3-n.
Dann werdengesetzt:

- =
L (z,2) = k:=1 (i,:)EZ i Py (4, (7, (1,3)))

und damit dann definiert:
L : |Rz)’“x3n - R,

(z,2) l—-»Ln(z,Z). |
Diese Abbildung heiBe die Kostenfunktion des AnschluBnetzes.
fiir n Vermittlungsstellen. Denn ist nEIN die Anzahl der
Vermittlungsstellen, veoq_‘C( F'?)n ihr Lagevektor und
BedhC gn ihr AnschluSbereichsvcktor, dann ist L _(v,B) ein
Mag flir den Anteil der Kosten des AnschluBnetzes, der
durch die Anzahl, die Lagen und dic AnschluBbereiche der
Vermittlungsstellen zu beeinflussen ist.
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(2.8) Dhas Verkehrsprofil

s witd angenommen, daB das Verkehrsangebot von jeder zu
Jeder Teirlmehmergruppe gegeben ist. Das Verkehrsangehot der
Teilnetmer der x—-ten Teilnehmergruppe an die Teilnehmer
der y-ten Teilnehmergruppe soll mit Vx y bezcichnet werden

3> ’
(x,y€mN_ ). Die Matrix Vv = (V ) 2 € RMXN)MxN
+.

MXN er xIY€'NMxN
heiBe das Verkehrsprofil.

Teilnehmerprofil

(1) bie Annahme, daB auch fiir groBe Netzbereiche mit
vielen Teilnehmergruppen das Verkehrsprofil VeE( meN)MxN
gegeben ist, ist sicherlich nicht sehr realistisch. Und
selbst dann, wenn dieses Verkehrsprofil flir groBe Netz-
bereichg gegeben sein sollte, ist die Speicherung und
inteerrarbeitung der Matrix V nicht ganz einfach.

Denn beispielsweise flir M=N=100 besteht die Matrix V
schon aus 108 reellen Zahlen. Aus diesem Grunde wird in
[4,5,6] ein Verfahren vorgeschlagen, wie im Falle des
Fernsprechens das Verkehrsprofil ndherungsweise mit
Hilfe e¢iner Entfernungsfunktion aus dem Teilnehmerprofil
berechnet werden kann. Dieses Verfahren soll im folgen-
den, zusammen mit einigen Erlﬁuteruﬁgen, nochmals ange-

geben werden.

(2) Sei T die Gesamtheit aller Teilnehmer des Netzbe-
ruiches und U; die Gesamtheit der Teilnchmer der x-ten
Terlnehmergruppe. Es gilt dann:

v

= 1Y T 1N TNAT = B 499 N4 .
T XGIN;,‘NJX und Jx/'\ JY ¢fm 11l1e x,y G'NMXN mit x+y.

Sei weiter q€IN. Dann werde die Gesamtheit aller Teil-
nchmer 7 derart in q Klassen Gﬂ,ﬂa,...gq eingeteilt, dag
sich in jeder Klasse Uk(kequ) nur Teilnehmer mit nabhezu

gleichem Verkchrsvornalten bkefindeo.



Es gilt dann wieder: J= \/ "jk und O'k/\’J'l =¢ flir alle

k,1 EINq mit k # 1.

Nun seien im folgende: fir alle x,y eIN fir alle

MxN’

k,1 equ und fiir alle HCINDZMN noch einige Abkiirzungen

eingefiihrt.

(3) 71: sei die Gesamtheit der Teilnehmer der k-ten Klasse

der x-ten Teilnehmergruppe. Es gilt: U—i{( =7kf\ﬂ;.

(4) t IU’ l sei die Anzahl der Teilnehmer der k-ten

Klasse in der x-ten Teilnehmergruppe, d.h., die Anzahl
der Teilnehmer in U’i.

(5) t. =|0;(| sei die Anzahl der Teilnehmer in der x-ten

Teilnehmergruppe, d.h., die Anzahl der Teilnehmer in '.Tx

iG.qux iequ X i€INq X

Es gilt: t -—I

Diese Definition ist mit derjenigen im Teil (2.2) vertrdg-
lich.

(6) tk(H) sei die Anzahl der Teilnehmer der k-ten Klasse
in allen Teilnehmergruppen der Menge H, d.h., die An-
zahl der Teilnehmer in fT Es gilt:

k k k 2" k
t" (H) l Z€H 72 | zeH IZT I zeH tz'
(7) t(H) sei die Anzahl der Teilnchwer in allen Teilnehmer-

gruppen der Menge H, d.h., die Anzahl der Tei]nehmer in

U 4 . 3 L_J S :E:«._. —3 =
Z€H J,- Es gilt: t(H) z€a J | ZCH ~\’z| zeH t,
> k o2 k

z€H tz k €N t (H) .

iemq q
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k,1

(8) A ' sei das mittlere Verkehrsangebot eines Teil-

nehmers der k-ten Klasse der x-ten Teilnehmergruppe an
einen Teilnehmer der l-ten Klasse der y-ten Teilnehmer-
gruppe, d.h., das mittlere Verkehrsangebot eines Teil-

k . . : 1
nehmers aus U'x an einen Teilnehmer aus ffy.

k,1

(9) -Ax' (H) sei das mittlere Verkehrsangebot eines Teil-

nehmers aus der k-ten Klasse der x-ten Teilnehmergruppe
an sédmtliche Teilnehmer der l-ten Klasse in allen Teil-
nehmergruppen der Menge H, d.h., das mittlere Verkehrs-
angebot eines Teilnehmers aus ‘jk an dle Teilnehmer in

1 k,1
zeH‘j Es gilt: A (H) Zﬁ t .

k

(10) Ax (H) sei das mittlere Verkehrsangebot eines Teil-

nehmers der k-ten Klasse der x-ten Teilnehmergruppe an
sdmtliche Teilnehmer in allen Teilnehmergruppen der
Menge H, d. h., das mittlere Verkehrsangebot elnes Teil-

E‘"N T,

nehmers aus (‘Tx an die Teilnehmer in zéH ‘:Tz

. k b 0 ) 3 s i k,i
Es gilt: A_ (H) = A (H) = t A’ .
X 1€qu f%HlN zZ X,z

k

{11) Ax sei das mittlere Verkehrsangebot eines Teilneh-

mers der k-ten Klasse der x-ten Teilnehmergruppe, d.h.,

das mittlere Verkehrsangebot eines Teilnehmers aus 7x

. k _ .k
Es gilt: Af = AS ( MxN E——-'mﬁw tz Ax . -
e Ny

(12) »Ak sei das mittlere Verkehrsangebot eines Teilneh-

mers der k-ten Klasse, d.h., das mittlere Verkehrsangebot
eines Teilnehmers aus J°. Es gilt:

k1 55— k 1 s—— i, k.1
AT = W zelNi‘“N A, "MW z,z‘EINZNtzA,z"
iélN’Mx

q
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(13) A sei das mittlere Verkehrsangebot eines Teilnehmers.

Es gilt: A ?-—1— SRS S A; =

i€N -MN zZ €N
: q 4 ienN
q
1 S, ) phed
q-MN Z'Z'E'NM;(N z! 2.2 "
i,je‘N
q
(14) V:'}l’ sei das Verkehrsangebot der Teilnehmer der k-ten
14

Klasse der x-ten Teilnehmergruppe an die Teilnehmer der
l-ten Klasse der y-ten Teilnehmergruppe, d.h., das Verkehrs-
angebot der Teilnehmer aus LT}]: an die Teilnehmer in U_ll,

k;1 k 1 k,1

E = . . .
sgllt V 'y tx ty Ax,y

(15) Vx v sei das Verkehrsangebot der Teilnehmer der x-ten
. W “

Teilnehmergruppe an die Teilnehmer der y-ten Teilnehmer-

gruppe, d.h., das Verkehrsangebot der Teilnehmer aus 7,

an die Teilnéhmer in C/; Es gilt:

TS —siaeudiP®: v B —suum—_ § ald

X,y i,;emq‘ ,y i, jelN ' y X,y

Diese Definition ist mit derjenigen in Teil (2.8) vertrdglich.

(16) Fir rElNO sei S(x;r) die Sphdre mit dem Radius r
2

um de‘an Punkt xelNM*N . Es gilt:
- 2 -
S(x;xr) = {zemeN d1(z,x) = r} .
(17) £5 :N_—=g, Ak (s (x;1)) "
K k fir Axft(S(x;r)) *# 0
r=—f (r) =] A -t (S(x;r))
+ 00

fir A}ket(S(x;r)) =0

sei die Entfernungsfunktion zur k~ten Klasse und x-ten
Teilnehmergruppe.
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(18) ﬁ];'; sei das Verh&ltnis zwischen dem mittleren
, _

Verkehrsangebot eines Teilnehmers aus der k-ten Klasse der
x-ten Teilnehmergruppe an sdmtliche Teilnehmer der 1l-ten
Klasse in allen Teilnehmergruppen der Sphére S(x;d1(x,y)),
und dem mittleren Verkehrsangebot eines Teilnehmers aus
der k-ten Klasse der x-ten Teilnehmergruppe an sdmtliche
Teilnehmer in allen Teilnehmergruppen der Sphédre S(x;d1(x,y)).

Es gilt:- k.1
k1 BAg T (s(x;d,(x,y)))
B, = K

Y AS (S(xidg (x,y)))

Hierbei ist ﬁk i -
‘ 1€|N

und speziell fir q =1: ﬁ; ; =1 .
r

(19) 3‘)]; % sei das Verhdltnis zwischen der Anzahl der Teil-
¥ .

nehmer der l-ten Klasse in allen Teilnehmergruppen der
Sphédre S(x;"d1 (x,y)) und der Anzahl der Teilnehmer in

allen Tellnehmergruppen der Sphare S(x; d, (x,vy)). Es gilt:

t (S(x d (x,y)))

tx,y =

- (S(x;d1 (x,vy)))

Speziell fir g=1 ist 531( y =1 .
14

(20) Nuh zu einigen Ndherungsbeziehungen, wie sie in den
Darstellungen [4,5,6 ] empfohlen werden.

(21) Die Einteilanrz der Teilnchmar in die g verschiedenen
Klassen sei gerade so vorgezwmmnn worden, daf fir alle

2 Lk |54
" s} rd T a™ v P
x€MNy, . und fir alle _kE!Nq gilt: AL &= A7,

(22) In [4,5] ist gezeigt worden, daf fiir bestimmte Klassen-

einteilungen der Teilnehrer 1und ein festes x e INI?'MN
Konstantene, ,dy, ..., o&q €, und eine In tfernungsfunktion

£ IN —--IR existieren, so dap fiir alle kEqu. und alle

. k el o A F P
rElNO gilt: fx (r)~o(k £f'ir).

(@)



w 16 =

In [4,5] wird auch vorgeschlagen anzunehmen, daf filir alle

2 . ‘
ke INq, fiir alle x€ INM"N und fiir alle relNO gilt:

fi(r) A2k, - £ (r). Es soll hierbei gesetzte werden:

k
v, :
£': INO——O—IR+

r —ef{"'(r) =

: h , 1.58
1,17 km'

Diese Funktion ist bei einigem guten Willen aus Bild 9 A
in [5] abzulesen.

(23) In [6] wird erwdhnt, dag fiir eine E*nteilung der
Teilnehmer in zwei Klassen, in die Klasse U' der "Privat-
anschliisse" und in die Klasse if? der "Geschiftsanschliisse",
vier Konstanten 11 1.2
B’ =0,74, B3’ =0,26

2,2

R = 0,49, B 0,51
existieren, so dap fiir alle k,1€ IN2 und alle x,y €IN

k,1 k;1
X,y %ﬁ *
Es sei daher angenommen; daB in jedem Fall fir alle

, k,1 .. 2 _. nk/1 _ -
k,lEINq Konstanten [5 nit lequﬂ ' = 1 existieren, so

2

MxN gilt:

dan fiir alle k,léth und filir alle x,y e'NMxN gilt:
k,1 k,1
X,Y k”/‘3 )

(24) Wird nun in die Beziehung A d (S(x,d (x,y)))=

= od i pKed

zeS(x;d1(x,y)) Z X,z gemdB (9) mit H=S(x;d1 (x,y)) die
N&herung Ak ; wAif’; eingesetzt, dann folgt

I ~!
1 . e \ 4 > 1 . k,l -
(S(x’d1(k'y))’ ~ z€S (x;d, (x,y)) £, Ax,y
P B i N N T
Ax Y z€S(x-d (x,v)) tz . \Ea(x,d](x,y))) Ax,y

und hieraus schlieBflich fiir t (S(x; d (x,v))) # O

(S(x:d1(x,y)))

X,y tl(s(x;di(x,y)))
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(25) Nach diesen Vorbereitungen kann nun die Endformel fiir
das Verkehrsprofil aufgestellt werden. Seien x,y €|NB2MN

. beliebig. Dann gilt zundchst zufolge (14),(15):

> k .1 ,k,1
Vx,y k,lequ tx t"y Ax,y

Ndherung (24): :E::::: Kk 1
v ~ t -t -
a * ¥ " (s(xid,0e,9))

und damit zufolge der

% A

A (s(x;d1(x,y)))

k
X

k,1

Fiir den Quotienten Ax’ (S(x;d1(x.y)))/tl (8(x:d,(x,y)))

kann nun aber geschrieben werden:

A§'1 (5(x:d, (x,9)))
1 2 K
t (S(X7d1 (XIY))) A}]irl (S(x;d1 (x,v)))
k k
Ak_Ax (S(X;d1(X.y))) . Ay (S(X;d1 (x,vy))) g
* Akt (s(xid (x,¥))) £ (S(xidy (x,y)))
+ (S(x;d1(x.y)))
pk,l
AR5 (a, (x,y) EFY
¥x,y

Damit gilt zufolge der Ndherungen (21),(22) und (23)

% | '
A, (S(x;d1(x,y)))

£l "(S(x;d1 (x,¥)))

ae Ao £ (d, (x,y)) B8R

1
fk,y

Dies nun in die obige N&dhermnasheziehung fiir VX y einge-
I

setzt ergibt die ¥ndformel:

; k;l
V. > LAk e oo B
X,y Y 1EWN X y Ik f 25\,l
' q XY
Wird keine Einteilung der 7#ilnehmer in Klassen vorgenom-
men, d.h. gilt q = 1, dann wird diese Beziehung zu:
+t A, f' {0 .
VX'Y‘M tx ty' A oty f (d1 (£.¥))
Anhand der beiden letzitaen ¥orneln kann nun, sofern die

Konstanten¢11,d2,...dh baw. die Konstante d1 geeignet fest-

gelegt sind, das Verkehrsproiil ndherungsweise aus dem

Teilnehmerprofil berechnet werden.
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(26) Die Konsta.nten0(1,6(2,...,0{.q sind so festzulegen, daB

gilt: :E::::E—— \Y = A :E::E t_ . Man kann jedoch
IYE‘NM,‘N XIY ZelNMxN Z

auch anders vorgehen und verlangen, daB fiir ein "typisches"
x €Wy, gilts 2gg2— V, = A-t, . In diesem Fall

MxN Xo'¥ X0

N Crm = 1 .
folgt dann fir q 1 L P (d (x )
YEN, & Y

(2.10) Der Verkehr zwischen den Vermittlungsstellen

Sei v = (V1’V2"“'Vn)€°[h der Lagevektor und
B = (B1,B2,...,Bn)601n der AnschluBbereichsvektor der

n Vermittlungsstellen. Das Verkehrsangebot von der Ver-
mittlungsstelle im Punkte v, an die Vermittlungsstelle
im Punkte Vs werde mit W, j(B) bezeichnet (i,j€N ).

’

u i .9 i . = Z
Fir alle 1,3&an gilt: Wi,j(B) XEBiy%a Vx,y’

Die Matrix W(B):= (Wi,j(B))i,jean

Verkehrsmatrix zum AnschluBbereichsvektor B.

E‘Rﬁln heiBe die

(2.11) Das Verbindungsnetz

Sei v = (V1,V2,...AGQ&£; der Lagevektor und B = (B1,B2,...,Bn)
ej]h der AnschluBbereichsvektor der n Vermittlungsstellen.

Es werde zundchst angenommen, daf diese n Vermittlungs-
stellen durch ein vollstdndiges Maschennetz miteinander
verbunden sind. Die Anzahl der Verbindungsleitungen von

der Vermittlungsstelle im Punkte v, zu der Vermittlungs-
stelle im Punkte Vj sei l elN (i,3 Nn, i % j). Es sei

A i,]
noch li i = O fir alle iean ﬁe&Lgelegt. Die Matrix
= ! nxn : : _
1l = (li,j)i,jemgle mo heiBe dann die Verbindungs

leitungsmatrix der n Vermittlungsstellen.

Die Gesamtheit aller Verbindungsmatrizen fﬁr n Vermitt-
lungsstellen werde mitﬂ%lbezeichnet.

_ %0 . _
wn-{ui,j)i'jwne Y view s 1, =0}
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Die Verbindungsleitungsmatrix IEAGL heiBe zuldssig in
bezug auf die Verkehrsmatrix W(B) zum AnschluBbereichs-
vektor B, oder auch kurz: zuldssig in bezug auf den
AnschluBbereichsvektor B, wenn durch das Verbindungsnetz
zufolge 1 das Verkehrsangebot gemdf W(B) mit einem

‘bestimmten vorgegebenen Verlust abgewickelt werden kann.

Die Gesamtheit aller Verbindungsleitungsmatrizen fiir

n Vermittlungsstellen, die beziiglich des AnschluBbereichs-
vektors BE€ zuldssig sind, werde mitlﬁ%(B) bezeichnet.
M%(B) =-{l€4€;l 1 ist in bezug auf B zulidssig }

(2.12) Die Kosten des Verbindungsnetzes

Sei nelN, z = (21,z2,...,zn)£( le)rl und

_ nxn ; : . ;
1 = (li,j)i,jeanE INo . Seien weiter pz..lNo——IRq_ mit
pz(o) = 0 und Pjy: R+—a—m+ zwei Preisfunktionen. Diese

beiden Preisfunktionen sollen, analog wie Py in Teil (2.6),
die Bewertung der Kosten des Verbindungsnetzes in Ab-
hé&ngigkeit von der Anzahl der Leitungen und der Leitungs-

ldnge erlauben. Dann werde gesetzt:

. - .
und damit dann definiert:

2. n nxn
V.: (R7) XINO '—-PIR_'_

n
(z,'l‘)!—m—c-Vn(Z,l) :

Diese Abbildung heifBle die Kovtenfunktion des Verbindungs-

netzes der n Vermittlungsstollon.

Denn ist ne€iN die Anzahl der Vermiitlungsstellen,

MN _
v = (v1,v2,n..vn)eo(n$(;ﬁ?)m ihr Lagevektor und IGA(L
eine Verbindungsleitungsmatiix, dann ist Vn(v,l) ein
MaB flir den Anteil der ¥ncan des Verbindungsnetzes, der
durch die Anzahl und die Lagcs der Vermittlungsstellen
sowie durch die Anzahl der Verbindungsleitungen zu

beeinflussen ist.
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Um die Uberlegungern nicht allzusehr zu komplizieren,
wird zumeist p, = vd N mit einer Konstanten ckEIR+

und Py = id r 9Jesetzt.
B

(2.13) Die Kosten des Nachrichtensystems

; .
Sei n€N, z = (24,2,,...,2 JE(R")", 2 = (2,,2,,...,2 )€% ,
lGAOn und @€R, . Dann werde gesetzt:
Kn(z,Z,l):=9-n + Ln(zA,Z) + Vn(z,l)

und damit dann definiert:

2
Bnt ( R )r&gnxﬂ‘r)l-'m+
(z,2,1) |——>Kn(z,Z,l).

Diese Abbildung heiBe die Kostenfunktion des Nachrichten-

systems filir n Vermittlungsstellen. Denn ist nGINMN die
Anzahl der Vermittlungsstellen, v‘o(ne( le)n ihr Lage-
vektor, B€0'(h€}n ihr AnschluBbereichsvektor und ltllCl)_1 eine
Verbindungsleitungsmatrix, dann ist Kn(v,B,l) ein MaB
fiir den Anteil der Kosten des Nachrichtensystems, der
durch die Anzahl, die Lagen und die AnschluBbereiche der
Vermittlungsstellen sowie durch das Verbindungsnetz zu

beeinflussen ist.
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3. DIE OPTIMIERUNGSAUFGABEN UND DIE ZUGEHURIGEN
ALGORITHMEN

(3.1) Bemerkung

Das Ziel bei der Kostenoptimierung von Nachrichtensystemen
mit zentraler Vermittlung ist die L&sung des folgenden
Problems: Ausgehend vom Teilnehmer- und Verkehrsprofil

des Netzbereiches, sind die Anzahl, die Lagen und die
AnschluBbereiche der Vermittlungsstellen sowie das
Verbindungsnetz so zu bestimmen, daB der vorgegebene
Verkehr mit einem bestimmten Verlust abgewickelt werden
kann und ein Nachrichtensystem entsteht, das mit mini-
malen Kosten realisiert werden kann.

Mit Hilfe der in Abschnitt 2 bereitgestellten Sprache
heiBt dies, daB das Ziel bei der Kostenoptimierung von
Nachrichtensystemen mit zentralexr Vermittlung die L&sung
der folgenden Aufgabe 1 ist.

(3.2) Aufgabe 1

Gegeben: tG.INl;IxN, Ve ( Rr_:_lxN)

: . »* W * »
Gesucht: n€lNMN' v 6°(n’“ B € QL w» 1640n,,,(B ) mit

MxN

K ulv®, B%,I%*) =

n
min min min K_(v,B,1).
n€IN, Vel 140 (B) n

Be()’_‘n

(3.3) Bemerkungen

(1). Hier in dieser Aufgabe 1 ist nur n € NMN zugelassen,
da fﬁr»nGINstMNstets O% = (@ ist (siehe hierzu Teil (2.4)).

(2) Im Prinzip ist diese Aufgabe 1 natirlich durch
Totalenumeration zu 1ldsen. Aufgrund des Umfanges prak-
tischer Probleme (groBes M und groBes N) kommt dieser
Lsungsweg aber leider nicht in Frage. Man versucht da-

her mit einer Teilenumeration User n€lN weiterzukommen,

MN
und gelangt so zu dem folgenden Algorithmus 1 zur L&sung

der Aufgabe 1 mit Hilfe der Aufgair2n 2 und 3.
\
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(3.4) Algorithmus 1

Losung der Aufgabe 1 mit Hilfe der Aufgaben 2 und 3.

Step O: Start

Step 1: Eingabe von tele;l’:N und Ve&( RD_:“N)M“N
Step 2: VrielNMN: L&sung der Aufgabg 2

Step 3: L8sung der Aufgabe 3

Step 4: V*:= v*(n*), B¥:= B¥(n"), 1%:= 1*(n%).
Step 5: Stop

(3.5) Aufgabe 2

Gegeben: telN'ngN, VE( IRT"N)M,‘N, neN, .
Gesucht: v*(n)GoCn, B*(n)€07h, l*(n)€4CI?I(B*(n))
mit Kn(v*(n), B*(n), 1%(n)) =

min  min K_(v,B,1).
Ve l€4Qn (B)

BGOh

(3.6) Aufgabe 3

Gegeben: VnelNMN: v”(n)éoq], B"(n)EO‘%, l*(n)eACr)\(B"(n)) .

Gesucht: n*ElNMN mit K (v¥(n"*), B*(n*), 1*(n*)) =

min Kn(v*(n) ,B¥(n), 1*(n)).
nEINMN

(3.7) Bemerkung

Leider stellt der Algorithmus 1 noch keine groBe Hilfe
dax, da. auch die Aufgabe 2 praktisch nicht zu 18sen ist.
‘Es ist daher allgemein iiblich, sich mit einer N#herungs-
ldsung der Aufgabe 2, und damit natiirlich auch der
Aufgabe 1, zu begniigen. Man 16st also nicht mehr die
Aufgabe 1, sondern die sinfachere folgende Aufgabe 1la.



(3.8) Aufgyabe 1 a

Gegeben; LEINS“N, VE( RTxN)MﬁN

Gesucht: Te€MN, , Vedy, 'ﬁemﬁ., “124%(5) mi t Kﬁ(v,ﬁ,I) ~

min min min K (v,B,1).
Nem,, —ved l£4£;.l (B)

™

(3.9) Bemerkung

Die L&sung dieser Aufgabe 1 a erfolgt natiirlich mit
einem zum Algorithmus 1 analogen Algorithmus 1 a, der im

folgenden angegeben ist.

(3.10) Algorithmus 1 a

Lésung der Aufgabe 1 a mit Hilfe der Aufgaben 2 a und 3 a.

Step O: Start

Step 1: Eingabe von telNglN und Ve€&( RTxN)M'N.
Step Vn €Ny
Step

Losung der Aufgabe 2 a

N:
Lsung der Aufgabe 3 a

¥:= T(H), B:= B(®H), T:= TH)
Stop

Ssow N
e

Step

w

Step

(3.11) Aufgabe 2 a

Gegeben: tem ', ve( w, )M, nen,

(6] N

Gesucht: V(nled , B(med, Tm« Bn)) mit
K (F(n), B, T(n))

min min K (v,B,1).
V€L 1546;] (B)

BEO%
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(3.12) Aufgabe 3 a

Gegeben: VnelNy  : Y(n)eL , B(n)edy, "f(n)e,‘.cg1 (B(n)).

Gesucht: €W, mit Kﬁ(\”f(ﬁ), Bi), 1@)) =

min Kk (¥(n), Bn), T(n)).
nelNMN

(3.13) Bemerkung

Im folgenden sollen jetzt einige Ausfiihrungen zur

Losung der Aufgabe 2 a gemacht werden. Zundchst sei je-
doch noch ein Algorithmus 2 zur L&sung dieser Aufgabe 2 a
angegeben, zu dem man im Prinzip durch das Studium der

entsprechenden Literatur gefiihrt wird.

(3.14) Algorithmus 2

Lésung der Aufgabe 2 a mit Hilfe der Aufgaben 4,5 wund 6.

Step O: Start

Step 1: Eingabe von té€ INDCI:'N, Vel( IRT”I\])WN und nemN, . .
Step 2: Wahl von vel

Step 3: U:= ¢

Step 4: U:= Uu{v}

Step 5: L&sung der Aufgabe 4

Step 6: B:= B"

Step 7: L&sung der Aufgabe 5

Step 8: 1l:= 1

Step 9: LOsung der Aufgabe 6

Step 10: v:= V*

Step 11: Wenn V¢U, dann gehe nach Step 4
Step 12: ¥(n):= v, B(n):= 8, T(n):= 1
Step 13: Stop
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(3.15) Aufgabe 4

Gegeben: t€ INZ’“N, nem, , ved .

MN ’
I Ty " #yt o
Gesucht.ISGO%.mlt Ln(v,ﬁ ) = min Ln(v,B).
1360}x

(3.16) Aufgabe 5

MxN, MxN

Gegeben: VE( R+ ) " n€lNMN, VCJ% . BEOk .

Gesucht: Tfem%(a) mit Vv (V,T*) = min Vn(v,l).
n 164 (B)

(3.17) Aufgabe 6

MxN .
Gegeben: tEINo » NEN ., Be%, lEAg(B).

Gesucht: ’\7"'€al;l mit 'Kn'('\vz'fB,l.) = min X (v,B,1).
Vel

(3.18) Bemerkung

Von den im letzten Algorithmus 2 verwendeten Aufgaben 4,
5 und 6 ist lediglich die Aufgabe 4 ohne Schwierigkeiten
zu ldsen.Die Aufgaben 5 und 6 sind zur Zeit wiederum nur
ndherungsweise zu ibsen, d.i. es sind lediglich die

im folgenden angegebenen Luicgs=ben 5 a und 6 a zu l8sen.

Wird dies bericksichtigt, 50 gelangt man zu dem fol-
genden Algorithmus 2 a zur “&sung der Aufgabe 2 a.

Nach diesem Algorithmus < Q.wiyd im Prinzip bei Rapp [12]
und bei Anderberg-Fried-Rudbeic || ] vorgegangen.
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(3.19) Algorithmus 2 a

L8sung der Aufgabe 2 a mit Hilfe der Aufgaben 4,5 a und 6 a.

Step O: Start

Step 1: Eingabe von t€ N‘g"‘N , Vel R’fo)M“N und nE M
Step 2: Wahl von veéh

Step 3: U:= @

Step 4: U:= Uu{v}

Step 5: LOsung der Aufgabe 4

Step 6: B:= B®

Step 7: Ldsung der Aufgabe 5 a

Step 8: 1l:= T

Step 9: LOsung der Aufgabe 6 a

Step 10: v:= 7

Step 11: Wenn v4U, dann gehe nach Step 4
Step 12: ¥(n):= v, B(n):= B, T(n):=1
Step 13: Stop

(3.20) Aufgabe 5 a

MxN, MxN
. = (
Gegeben: VE€( R ) ’ nemMN,vee(‘h, BeOL .

Gesucht: TGA%(B) mit Vn(v,T) 22 min Vn(v,l) g

1€4§:(B)

(3.21) Aufgabe 6 a

. MxN
Gegeben: t€MN ", n€N, , BEQL, 1&46;1(13).

Gesucht: el mit Xk (¥,Bl) & min X _(v,B,1).
n n 4 V€£ n
n

(3.22) Bemerkungen

(1) Zundchst einige Anmerkungen zur L&sung der Aufgabe 5 a:
Fir die LYsung dieser Aufgabe ist als erstes aus dem
Verkehrsprofil VE( foN)MxN und dem AnschluBbereichs-

vektor BEOB die Verkehrsmatrix W(B) & Ri“n zu berechnen.
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Dies bereitet sicherlich keine Schwierigkeiten. Bei
der Berechnung einer in bezug auf die Verkehrsmatrix
W(B) zuldssigen Verbindungsleitungsmatrix 19“%(3) wird

dann folgendermaBen vorgegangen:

1. Die Struktur des Verbindungsnetzes wird festgelegt,
und zwar entweder als vollstdndiges Maschennetz
(bei Anderberg-Fried-Rudberg [1] und bei Rapp [32] )
" oder als Baumnetz (bei Bretschneider-Goldbrunner [3]
und bei Krdtzig [8]
2. Die Verbindungsleitungsmatrix lﬁ“%(B) wird so
dimensioniert, daB der Verkehr gemdBf W(B) mit einem
bestimmten vorgegebenen Verlust gerade noch abge-

wickelt werden kann.

Es ist klar, daB auf diesem Wege lediglich die Aufgabe 5 a,
nicht aber die Aufgabe 5 gel&st werden kann.

Es sei hier noch angemerkt, daB bei groBen Verbindungs-
netzen ein Ansatz als Baumnetz sicherlich glinstiger \
ist, da hierbei in natiirlicher Weise mehrere Hierarchie-

ebenen entstehen (siehe bei Krdtzig [8]).

(2) Nun zu den Algorithmen 2 und 2 a . An diesen beiden
Algorithmen ist sicherlich noch vieles unklar. Vor
allem die angegebene Organisation der Schleifen hat
natiirlich nur symbolischen Wert. Die Verhdltnisse
werden jedoch sehr viel iibersichtlicher, wenn die Be-
reghnung der‘Verbindungsleitungsmatrix jeweils aus der

Schleife herausgenommen wird.

In dieseﬁ Fall erhdlt man die beiden Algorithmen 3 und 3 a,
die den Aigor;thmen 2 und 2 a entsprechen, und in
denen die relativ schwierigen Aufgaben 6 bzw. 6 a durch

die einfécﬁe Aufgabe 7 ersetzt sind. Mit dem Algorith=-

., mus 3 a wird im Prinzip bei Bretschneider-Goldbrunner [3]
gearbeitet.
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(3.23) Algorithmus 3 bzw. 3 a

Lésung der Aufgabe 2 a mit Hilfe der Aufgaben 4, 5 bzw.
5 a und”7.

Step O: Start
 Step 1: Eingabe von t€ INZIXN, ve( Ry MY una nemyy
' Step 2 Wahl von VGJ%

Step 3: U:= @

Step 4: U:= Uu{v}

Sfep \5: Lésung der Aufgabe 4

Stepw 6: B:= B"

Step 7: Losung der Aufgabe 7

Step 8: vi= V*

Step 9: Wenn v§U, dann gehe nach Step 4

Step 10: LOsung der Aufgabe 5 bzw. 5 a

Step 11: ¥(n):= v, B(n):= B, T(n):= Tbzw. T(n):=1
'Sfep 12 Stop

i

(3.24) Aufgabe 7

MxN
Gegebgn. te INO . nElNMN

Gesucht: ﬁ*gd% mit Ln(V“,B) = min Ln(v,B).

VEJ%

,Beo1ﬁ.

(3.25)tBemerkung

Im Algorithmus 3 und 3 a ist die L8sung der Aufgabe 2 a
in die LOsung zweier unabhdngiger Teilaufgaben zerlegt.
Im ersten Teil erfolgt die Berechnung eines Lagevektors
'VYn)EJ% und eines AnschluBbereichsvektors §(n)€0%. Diese
Teilaufgabe wird im folgenden 4. Abschnitt genauer unter-
sucht. Im zweiten Teil erfolgt dann in der Aufgabe 5 bzw.
5 a die Befechnung einer Verbindungsleitungsmatrix
T(n)E/lQ‘v(ﬁ'(n) ). Zu diesen Aufgaben 5 und 5 a wurde schon
in der Bemerkung (3.22) einiges gesagt.
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Flir die weiteren Untersuchungen erweist es sich als
zweckmdfig, wenn die zum ersten Teil des Algorithmus 3
bzw. 3 a gehOrende Teilaufgabe explizit als Aufgabe 8
bzw. 8 a formuliert wird.Des weiteren seien die beiden
Algorithmen, die sich zur L&sung der Aufgabe 2 a mit
Hilfe dieser Aufgaben 8 bzw. 8 a angeben lassen, als
Algorithmus 4 und als Algorithmus 4 a aufgefiihrt.

(3.26) Algorithmus 4

LYsung der Aufgabe 2 a mit Hilfe der Aufgaben 5 und 8

Step O: Start

Step 1: Eingabe von tGNDng » VE( RD_:RN)M"N und n €Ny, .
Step 2: Losung der Aufgabe 8

Step 3: v:= ¥* B:= B*

Step 4: L&sung der Aufgabe 5

Step 5i ¥(n):= v, B(n):= B, T(n):= T¥

Step 6: Stop

(3.27) Aufgabe 8

MxN
Gegeben: tEINO r NEMN. .
P BH i o =
Gesucht: V4E°(’n ’ B€Olh mit Ln(v B min Ln(v,B).
- ve&%
BEO&

(3.28) Algorithmus 4 a

Losung der Aufgabe 2 a mit Hilfe der Aufgaben 5 a und 8 a

Step O: Start

Step 1: Eingabe von t€my ", ve( Ry )™ und nemy
Step 2: Losung der Aufgabe 8 a

Step 3: v:= ¥, B:= B

Step 4: Losung der Aufgabe 5 a

Step 5: ¥(n):= v, B(n):= B, T(n) :=--T

Step 6: Stop
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(3.29) Aufgabe 8 a
AT MxN
Gegeben: te€ INO ’ nEINMN .

Gesucht: Ve , BEQU mit L ('\"f,ﬁ)z min L_(v,B) .
n n n veL P
h

BeOk

(3.30) Bemerkung

(1) Es sei noch angemerkt, daB der Algorithmus 4 a zwar
als eine Kurzschreibweise des Algorithmus 3 a ange-
sehen werden kann, daB zwischen den beiden Algorith-
men 4 und 3 aber ein fundamentaler Unterschied be-
steht.

Der Algorithmus 3 kann nur als eine ausfihrliche
Schreibweise eines Algorithmus zur LOsung der Auf-
gabe 2 a mit Hilfe der Aufgaben 5 a und 8 angesehen

werden.

(2) Bei den Aufgaben 8 und 8 a handelt es sich um das

sogenannte "multiple Standortproblem".
Der Algorithmus zur LOsung der Aufgabe 8 a, so wie
er aus dem Algorithmus 3 bzw. 3 a abgelesen werden

kann, sei schlieflich noch als Algorithmus 5 angegeben.

(3.31) Algorithmus 5

L&sung der Aufgabe 8 a mit Hilfe der Aufgabe 4 und 7.

Step 0O: Start
: N

Step 1: Eingabe von te.ngx und né€ Ny

Step 2: Wahl von ved

Step 3: U:= ¢

Step 4: U:= Uu{v}

Step 5: L8sung der Aufgabe 4
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Step 6: B:= B*
Step 7: LOsung der Aufgabe 7
Step 8: v:i= V*

Step 9: Wenn'v¢iL dann gehe nach Step 4
Step 10: ¥:= v, B:=B
Step. 11:. Stop

(3.32) Bemerkung

Die Losung der Aufgabe 8 a, die mit Hilfe dieses Algorith-
mus 5 erhalten wird, hdngt ganz wesentlich von dem gewdhl-
ten Start-Lagevektor vedh ab. Analoges gilt natiirlich

auch fiir die L®&sungen, die mit Hilfe der Algorithmen 2,

2 a, 3 und 3 a erhalten werden. Und es ist ein bisher

noch ungeldstes Problem, wie denn der Start-Lagevektor
ved%‘gewéhlt werden soll, so daB das Tupel (6}§)€d%f0s
mdglichst optimal wird, d.h., so daB Ln(V,ﬁ) mdglichst

nahe an min Ln(V'B) herankommt.
ve&%

: BEOL

Mangels besserer Moglichkeiten Uberl&dBft man das Pro-
blem der Wahl geeigneter Start-Lagevektoren daher ent-
weder

a) dem "erfahrenen Planungsingenieur" (bei Anderberg-
Fried-Rudberg[1] und bei Rapp [12])

oder

b) dem "Zufall" (bei Bretschneider-Goldbrunner [3]).

Im Fall b) wird der obige Algorithmus 5 mit mehreren
zufdllig gewdhlten Start-Lagevektoren VGJ% begonnen
und dann dgsjenige Tupel (V,ﬁ)EJSXCXh zum Ergebnis
erklidrt, das die kleinste "Gesamtlinge" Ln(V,ﬁ) der
AnschluBleitungen ergibt.
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4. DER ALGORITHMUS ZUR "LOKALEN OPTIMIERUNG"DES
ANSCHLUBNETZES

(4.1) Bemerkung

Hier in diesem Abschnitt soll derjenige Algorithmus
zur "lokalen Optimierung" des AnschluBnetzes genauer
analysiert werden, auf den in nahezu allen einschlé&gi-
gen Verdffentlichungen bezug genommen wird (siehe
beispielsweise in [1, 3, 9, 10, 11, 12, 13, 14]). Es
handelt sich hierbei im Prinzip um den Algorithmus 5 (3.31).

Das erste Ziel der folgenden Ausfiihrungen besteht nun
darin, die Berechnung des AnschluBbereichsvektors aus

der Schleife im Algorithmus 5 zu eliminieren. Im

Prinzip kdnnte man natilirlich auch die Berechnung des
Lagevektors aus der Schleife im Algorithmus 5 eliminieren,
ebenso wie man den Algorithmus 5 durch Vorgabe eines
Start-AnschluBbereichsvektors anstelle eines Start-
Lagevektors beginnen kdnnte. Wie die Durchrechnung ein-
facher Beispiele zeigte, ist der obige Weg aber gilinstiger,
da die Lagevektoren als Elemente aus J:C( Rz) einfacher
zu handhaben sind als d1e AnschluBbereichsvektoren als
Elemente aus OIhC(;p( 'NMxN))

(4.2) Definitionen

Fir jedes ACHNZ mit A% @ werde definiert:

MxN
fA 1t R —= R
’ ] ZW"— - i
X'_"LA,T(X)'“ (i,j)éA.Li,j'Ix-l|
,f’ : R X R ——e=[R
aA,1°
(x,y) -~—f' 1(x y) = fA’1(x)
fA’2: R —a R -
yr==£, )= T 5er tj,j'ly'Jl
fA,Z: R X [R = (R
(x,y)*—»f o ey)i= £y o (y)
fA : RXR R

(X,y)kﬂwa(x,y):= fA'1(x,y) + ?k’z(x,y)
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(4.3) Lemma

2
Fir alle AC'NB24xN mit A # ¢ und alle z = (x,y) € R" gilt:

£ula) = £ () + £ o0 = 2t

. d (Z,(i,]))
(1i,50ea 13 1

Beweis

Sei A‘:NﬁxN mit A # @ und z = (x,y)EIR2 beliebig. Dann gilt:

£a02) = £, (x,y) = F, (x,y) + By ,0x,y) (x) + £, ,(y) =

A,1 A 1
= > t, o|x-i] + > ty o-|y-3
(1,3)€A 7 3' (i,3)ea **J Ll
= E %y .-(lx-1|+|y—j|) E ty,5 4 (xy) s (1,3)) =
)GA j)ean '
= E . o, 1% 01,9))
(1,70€a 3 1
Damit ist das Lemma (4.3) bewiesen.
(4.4) Lemma
. 2 ) ; . P
Fliir alle A<:NMxN mit A ¥ @ sind die Funktionen fA,1' fA,Z'
fA,1’ fA,2 und fA nichtnegativ, stetig und konvex.
Beweis
. 2 , . )
Sei A<:NMxN mit A # @ beliebig.

Sei jedes i €N ist die Funktion R -eR,X+=|x-i|nichtnegativ,

stetig und konvex. Also ist auch die Funktion f£f als

A,1'
nichtnegative Linearkombination wvon nichtnegativen, stetigen
und konvexen Funktionen, wiederum nichtnegativ, stetig

und konvex. Das gleiche Argument gilt fiir die Funktionen

o~ . . 0 ~
fA,Z’ fA,1 und fA,2‘ Hiermit ist aber wegen £ i + f

A A,1 A,2
auch die Funktion fA nichtnegativ, stetig und konvex.

Damit ist das Lemma (4.4) bewiesen.



(4.5) Lemma

y : 2 .
Flir alle ACIN mit A # @ und S, := t, .>0
MxN A (i,J)GA i,]
sind die Funktionen £ s £ und £, radial unbeschrénkt.
A,1 A,2 A

Beweis

Sei ACN°  mit A+ ¢@dund S, = S t. .>0 beliebig.
B A (1,5ea 3

Es geniigt zu zeigen, daB die Funktion fA 1 radial unbeschrédnkt
3 14

ist. Aus Griinden der Analogie ist dann n&d&mlich auch die
Funktion fA,2 radial unbeschrénkt urzxd somit wegen fA(x,y)
fA'1(x) + fA,Z(y) fiir alle (x,y) € R” natiirlich auch die
Funktion fA.

Es geniigt also zu zeigen, daB die Funktion £ radial

unbeschrédnkt ist, d.h., daB zu jedem K& IR+ ein relR+ existiert,

so daB fiir alle x€ R mit |x|»r gilt: fA 1(x);K.
14

Sei also K€R, beliebig. Wegen §,>0 gibt es ein (i,j)€A
mit t. .>0.
1,9
K .
Setze r:i= — + 1i.
1,3
Dann gilt filir alle x€R mit |x|zr:

fA’1(x) = > ___tk'l-lx-kfl}ti'j-|x~.i.|2t.

~Clx|=1i]) =
(k,1)€EA 1ed I-1ih =

=t j-(r-i) = K .

i,

Damit ist das lLemma (4.5) bewiesen.

(4.6) Lemma

. : : 2 ; .
Fir alle AC'NMxN mit 4 + @ gilt:

(1) Die Funktion La 1 ist in iR\iNM differenzierbar und fir
’

alle x¢€ IR\lNM gilt:

£a 4(x) = > t. .-sgn (x~1).
’ (1,3)€a 7’



(2)

(3)

(4)
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ist in RNIN,, differenzierbar und
A,2 N
fir alle y€ IR\INN gilt:

f;\ 2(y) = E ti .+ sgn(y-j).

(i,j)ea 13

Die Funktion f

1 ist in IRZ\ ( INM x R) differenzierbar
14

und fir alle (x,y)€ IR2\ ( lNMx R) gilt:

. . ~
Die Funktion fA

9f, | o CRIV
— 2l e,y = £) L), —R2L
9 x 4 y

Die Funktion ?A 2 ist in [Rz\( R x INN) differenzierbar
’

(XIY) = 0.

und fiir alle (x,y) € R®~ ( R X ) gilt:

?F ?F
D x DY !

(5) Die Funktion fA ist in [R2\ (( Ny, % R) v ( leINN))
differenzierbar und es gilt fir alle (x,y)e,tRz\ ( INMXIR)
Qf SE,

B k) = =21 (x,y) = £ L (0)
oOx Dx ’
sowie fir alle (x,y)éle\ ( IRXINN)
of F

By = =222 ey = o£) L),
-3'% 2y !

Beweis

sei AC'ND%IXN beliebig mit A * ¢@.

(1) FUr jedes i€WN ist dic Funktion R-—=R, xt=|x-i| in

R~ {i} differenzierbar und fir alle x € R~{i} gilt:
d Ix-il '
dx

= sgn (x-i).
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Hiermit ist die Funktion fA 1} R—R, xr—-—fA 1(x) =
14 ’ .
> ty . - |x-i| aber in RN, differenzierbar und
(i,5)€a *J
fir alle xeuv\mM gilt:
d
' = = t, . -|x-i] =
5,000 = & 3¢, -l
> ty .-g—xlx—il = > t; .-sgn {x~1) .
(i,7)ea **J (i,7€a *+J

(2) Analog zu Teil (1).

(3) Sei (x,y)€tR2\ ( INMX R) . Dann ist XxX€R N IN

Also gilt zufolge Teil (1):

M und Y€ R.

9F >Ff af

_5’_1 (x'y) = .__._A_'...'__1- (x) = .__M (x) = fA 1 (x)
X 9 x dx 4

und

oF Df

_.__A_.i (X’y) = __A_'—I_ (x) = Q.

PV Y

(4) Analog zu Teil (3) .

(5) Sei (x,y)€ R>~ ( N, XR). Dann ist x€ R\N, und y€R.

Also gilt zufolge Teil (3) und Teil (4):

9f F ?F ?F

A (x’y) =._.__§'__1_ (x'y) Ao __A_.L_g (x'y) = _A’_.l (le)
ox o x ox R
= f}'\’.] (3£) »

Ist dagegen (x,y)elRZ'-x {( IR*®xIN

y € IRNIN

N)' dann ist x € R und

und zufolge Teil (3, und Teil (4) gilt:

N
of of, . oF of
B (x,y) = —2rl (x,y) + B2 (x,y) =Rl (4,y)
QY CH% oY Y
= 5,2 -

Hiermit ist die Funktion 111 aber in IRZ\(( INMK R)UY
( R’<NN)) differencierbar.

Damit ist das Lemma (4.6) bewiesen.
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(4.7) Definitionen

2

Fir jedes A(:NMxN mit A ¥ @ werde definiert:
C :=4XE€E £ X) = inf f
a1 LFER |6 00 = 2 B 0]
C :=4TVER | £ (y) = inf £ (y)
Byd { | £a,2 ver B2 }
= 2 - : )
3 =4 Z€eR f. (Z) = inf £.{z) }
A { l A ZGERZ A
(4.8) Lemma
. 2 . . B
Fir alle AC'NMxN mit A # @ gilt: CA = CA,1 x CA,2 .
Beweis
: 2 z : ;
Sei A<:NMxN beliebig mit A + @.
Teil 1: CA C CA,1 x CA,2 !
Sei Z = (i,y)ecA beliebig. Dann gilt zufolge Lemma (4.3):
fA'1(X) + fAlz(y) = fA(i,?) = inf 2 fA(x,y) =
(x,y) R
= inf (£ (X} + £ (y))
(x,y) e R? A1 A,2
= inf £ (x) + inf f (v)
xemr Asl yer Br2 4
Hieraus' folgt
E (X) + £ (¥) - inf £ (y) = inf £ '
A,1 W o T B L S W (x)

und damit wegen f,,\ ]

~

£, ((R)Kinf £ _(x).
A,1 XEIR A,1

Also ist fA'1(§) = inf ﬁA,1(K) und somit auch

XE€R
£ (¥Y) = inf £ (y). Hiermit ist b%
A,2 19 a2y s SEGCA'1 sowie yeCA'2 ’
also: Z = (%X,¥) € C x C .



Teil 2: CA,1X CA,Z () CA !
Sei z = (E}?)ECA’1><CA,2 beliebig. Dann ist xeCA'1 sowie
?GCA 2 und es gilt zufolge Lemma (4.3):
14
£.(2) = £ (X) + £ (¥) = inf £ (x}) + inf £ (y) =
= 1 3 = 1 = f
inf 2 (fA'1 (x) + fA’2 (y)) inf 5 £a(x,y) inf , A(Z)

(x,y) €ER (x,y)ER zER

Also ist Z €CA .

Damit ist das Lemma (4.8) bewiesen.

(4.9) Lemma

- 2 . .
Fiir alle ACHNMKN mit A # @ sind die Mengen CA,1 i CA,Z und
CA nicht leer, abgeschlossen und konvex.
Beweis

. 2 . o i
Sei ACII\IM)‘N mit A ¥ @ beliebig.

Es geniigt zu zeigen, daB die Menge C nicht leer, abgeschlos-

sen und konvex ist. Aus Griinden der Analogie ist dann ndmlich

auch die Menge CA 5 nicht leer, abgeschlossen und konvex
’

und wegen CA = CA x CA 5 gilt das gleiche dann auch fiir die

o1
Menge CA .

Zufolge Lemma (4.4) ist die Funktion £ stetig und konvex.

A,

Zusdtzlich ist fA 1 entweder radial unbeschrdnkt ( siehe

Lemma (4.5) ) oder die Nulifunktion.

Also existiert ein X€R mit f (¥) = inf f (%)} , A.hey
ALl A,
XER
CA'1lSt nicht leer. Sei xcECA'1 beliebig und setze m:= fA'1(Y) .

: P I , _ :
Dann ist CA,1 : fA,1 mj und wegen fA,1 stetig und konvex

ist CA 1 abgeschlossen und konvex.
’

Damit ist das Lemma (4.9 bowicsen.
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(4.10) Lemma

Fir alle A<2N2 mit A # @ und SA = E ti

MxN (i,j)€A ’
(M ¢, <[]
(2) C,2¢ [1.v]

(3) ¢, cC [1,M]x[1,N] .

j > 0 gilt:

Beweils

2

Sei ACN, . beliebig mit A # @ und S, = > £, 5 0 .

N A 1, yer 13

(1) Sei x ¢ [1,M]. Zufolge Lemma (4.6.1) ist dann die

Funktion £ im Punkte x differenzierbar und es gilt

A1

fA 1(x) = § t, ;-sgn (x-1) # O .
' (i,5)€a 77

Also ist x¢CA'1 ={xelR lfA,1(X) = \J‘;neflR fA,1(u) }

und damit gilt: ¢, ,C [1,mM].

(2) Analog zu Teil (1).

(3) Wegen CA - CA,1’<CA,2 und Teil (1) sowie Teil (2) ist

dies klar.
Damit ist das Lemma (4.10) bewiesen.

(4.11) Korollar

. , 2 N b i o . B \
Fir alle Ac:NM“ wmit A ¥ @ sind CA,1"[1’M] sowie CA’2A[1,N]

abgeschlossene Intervalle in R und Cﬁn(E1,M]{ﬁ,N]) ist ein

4]

&

abgeschlossenes Rechteck in R”.
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(4.12) Lemma

- 2 : .
Fir alle ACNy N mit A # @ gilt:

(2)

(3)

(1) Cp,q N Ny + 9
(2) CA,Z N INN ¥ 9
2
(3) CAn INMxN * @
Beweis
. 2 i e ;
Sei AC'NMxN beliebig mit A + @.
(1) Sei x€C f\[1,M]. Ist x zusdtzlich aus IN, , dann ist
A,1 M
CA,1 NN, + @ . Sei also x ef IN,, angenommen.
Zufolge Lemma (4.6.1) ist fA 1 im Punkte x differenzierbar
’
. . . -
und damit gilt wegen xﬁCA’1 3 fA,1 (x) 0 .

Sei jetzt kEN mit x € (k,k+1). Dann gilt fiir alle

M-1
. ] s £ o

u€(k,k+l): £ (u) = 0. Also ist (k,k+1)C C, N [1,mM].

Da CA 1f\[1,M] zufolge Korollar (4.11) abgeschlossen ist,

ist also auch [k,k+1:| c CA’1r\[1,M] und somit

kECA'1f\[1,M], d.h.: C, NN, + @ .

A,1
Analog zu Teil (1).

Wegen C ist dies klar.

A= Ca,1*C,2

Damit ist das Lemma (4.12) bewiesen.

(4.13) Lemma

. 2
Fliir alle A C'NMx

(1)

N mit A # @ gilt:

Die Randpunkte des abgeschlossenen Intervalls

CA'1/\[1,M] sind aus INM 2

Die Randpunkte des abgeschlossenen Intervalls

CA'20[1,N] gind aus INN
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Beweis

2

Sei AC'NMXN

beliebig mit A % @ .

(1) Das Intervall C

A 1n[1 ,M] ist nichtleer und abgeschlossen'.
’

Widerspruchsbeweis: Angenommen, es gibt einen Rand-

punkt x von C, ,N[1,M] mit x ¢ N, . Dann existiert

A1

ein k € N mit x € (k,k+1) und wie im Beweis zu

M-1

Lemma (4.12) gezeigt wurde, gilt: [k,k+1] & CA,1F\[1,M] .

Wegen x € (k,k+1)c[k,k+1]C. CA,1f\ [1 ,M] ist dann aber x

kein Randpunkt von CA 10[1,M] und dies ist ein Wider-
{ §

spruch.
Also war die obige Annahme falsch, d.h., jeder Randpunkt
von CA',Iﬂ [1,M] ist as INM )
(2) Analog zu Teil (1)

Damit ist das Lemma (4.13) bewiesen.

(4.14) Korollar

. 2 . . , .
Flir jedes AC'NMxN mit A # @ gibt es Zahlen i1 > € INM

mit i1$i2 und Zahlen j1 7 jzelNN mit j1$j2 ¢+ SO daB gilt:
() ¢, n[1.m] = [1, . 1]

2
(2) ¢ n[1N] =[5, . 3,]

(3) CAf\([1,M]x[1,N_]) = [i1 , 12'_|x[j1 , jz].

(4.15) Lemma

- 2 . _
Fiir alle Ac'meN mit A # @ und Sy = (Ei e ti.,j gilt:
’ 4
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(1) Fir i,, i,€N, mit [11,12] = C

1
i, = min {k€IN t 25 S und
1 ety | i 37er 372 A S
ik
i, = max {kelN E £ }
2 M|(i,3)€Ai] ) A
ik

(2) FUr 3,3, €Ny mit [37,3,]=C, ,n[1,8] ist

1
j =min{16m t, >~ 8 } und
1 Nl(i’j)eA 1,397 "a
ijsl
j2=max{1€lNN|Zt .25 A}'
(i,j)eA i.]
j=21
Beweis
. 2 . .
Sei AcCNy . beliebig mit A% .

(1) Seien weiter i,, i,&N, mit [11,12] = CA'1{\[1,M].

M
Zur Abkilirzung werde gesetzt:
1
= kew | L 2% 5, 1
{ M| G 3yer 4372 7A

i<k

Die Menge G ist nicht leer, denn wegen

By= > by 4 = > ty .?—%—SA ist MEG.
(i,7€a '3 (1T,5)e€a *J
ig M

Fiir die Menge G gilt weiter: Ist 1€ G, dann gilt fiir

alle mEINM mit m21: m€G. Denn es ist

1
> 6,5 22> ti, 32 2 Sa-
(1:J)€A (i,])€A
i<m i<l
Nun sei x 6(11,i1+1). Dann ist fA 1 (x) 2 0 und damit
folgt:

fA 1(X) = > ty .- sgn(x-i) =
g (i,5)€éa *J

t sgn(x i) + E' t -sgn(x i) =
(:‘-,J)EA ']"".“"“v“"""-“ (‘,j)eA ,J \—W————J
L > i -1

1
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Also ist
> = . - , =
L L D S Z: €19
(i,j)€a (i,j)€A (i,3)€A (i,3)€A
i<i i>i i<i
1 1 :

=8y~ Zti,j

(i,j)eA

i<i

1

und damit gilt:

1
> ty,5273 5
(i,j)€A
i<i,

Also ist i, € G.

1
Nun sei x e(i1-1,i1). Dann ist f' 1(x)<:0 und damit folgt:

fA 1(x) = E t, . -sgn(x-i) =

1,]
(i,j)€A
=2 £y arEgninnal & 2 - ti,9 sgn(x-1)
(lIJ)EA =1 (ilj)EA ==1
isi -1 i>i, -1
1 1
IJ (l,J)eA
iSi —1 i>i, -1
1 1
Also ist
> ti,5 < 2 t5,9 = %A~ > Y43
(i,j)ea (i,3) A (i,3) A
i€i, -1 i>i, -1 ig€i, -1

1 1 =
und damit gilt:
S b, . <48
i,J 2 "A

. . ,J
(i,j)ea

i.si1—1

Hiermit ist 11-4 ¢(;1uﬁlsomit gilt: i1 = min G .
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Nun zum zweiten Teil. Zur Abkiirzung werde gesetzt:
’ 1
S t,5275 ]

(i,j)€A
iz2k

H:= {k.EINM

Die Menge H ist nicht leer, denn wegen

1
—— = >
SA E ti,j E ti,j’f SA ist 1€ H.
(i,3)€A (i,j)€A
i=21

Fir diese Menge H gilt nun weiter: Ist 1l€H und melNM mit

m<1l, dann ist meH. Denn es ist:

:
Zti,] > Zti,j 27 Sa
(i,j)€A (i,])en

i>m izl

Nun sei x 6(12—1,i2). Dann ist fl'\ 1(x) <0 und damit folgt:
r

fil1(x) = E ti,j-sgn(x-i) =

(i,j)eAa
= E ti’j-sgn(x—l) + E ti,j-sgn(x—l) =
(i,j)€a =1 (i,3)eA =1
1>12 1<i2
= - t., . + t, . €0
2 s h 2
(i,j)€a (i,3)eA
1212 IL<J.2
Also ist
= - = -
E ti,j = E Li,j SA E ti,j
(i,j)eA (i,1)eA (i,j)ea
1;12 '1<12 1312

und somit gilt:

1.
:E::::ti 123 8y

(i,j)ea
izi,
Damit ist i

€ H .
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Nun sei x € (12,12+1) . Dann ist f£! . >0 und damit folgt:

A1
f;\'1(x) = E ti'jsgn(x-i) =

(i,3)eA
= 5 -1 + . - -i) =
E tl’J sgn (x-1i) E ti,J sgn(x-1i)
(i,j)€A ==1 (i,j)eA =1
i;iz+1 i<i +1
(i,j)eA (1,J)€A
i 2_12+1 i <12+‘|
Also ist _
E ti,j'< E ti,j = SA s E ti,j
(i,j)eA (i,j)eA (i,j)eA
i ;iz+1 i <12+1 iz 12+1

und somit gilt:

1
§ ti'j<§ Sy -
(i,j)eA

> 1,41

Hiermit ist 12+1 ¢H und somit gilt: 12 = max H.
(2) Analog zu Teil (1).

Damit ist Lemma (4.15) bewiesen.

(4.16) Lemma

o5 2 i _ y
Flir alle ACINMxN mit A # @ gilt:

(1) seien i,,i,&n, mit [i ,i,]=c, ,n[1,u].

Dann ist entweder i1 = iz, cder es ist i1 <12 und in

diesem Fall gilt:

T Rl MR S
(i,j)€a (i,3)€a (1,9)€A (1,7)€A
1%t 1€i, -1 131,41 13 i,
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(2) Sei‘en 31’32€‘NN mit [j1,32] = CAlzn[LN].
Dann ist entweder j1 = j2, oder es ist j1 <j2 und
in diesem Fall gilt:

1
2ttt g= >ty =2ty =35,

(i_,j).€A gi,j)EA gi,j:)eA (J'..,j)'éA
3 <3, J€J,-1 J234*1 123,
Beweis
. 2 sk 3 :
Sei AClNMxN beliebig mit A * @.

(1) Seien weiter 11,126INM mit [11,12]= CA,1n[1 ,MJ.
Im Falle i1 = 12 ist nichts zu zeigen. Sei also 11 <i2

angenommen.,

Sei xe(i1,12)\lNM. Dann ist fA (x) = O und somit folgt:

,1

fAJ(x) = E ti,j-sgn(x-i) =

(i,j)ea
= E ti’j-sgn(x—i) + E ti’j~sgn(x-1) + E ti,j'
(i,3)€A =+1 (i,3)eA {1,J)ER
1.&11 11<1<'12 iz i,
«sgn(x-i) = E ti,j + o> ti'j-sgn(x~i) - E ' ti,j =0
=-1 (i,3)eA (i,j)€A (1,])€A
lSL.l 11<1<12 i)lz
Also ist Enh—_—vti,j-sgn(x~i) = 0 und e folyt weiter
(i,3)eA
11<1<12
= N a6 - ' < - ‘<. .
Z ti.5 St ,i - °a Z.ti,j‘ Sa T 2% ,5
(i,3)€A (i,3)€A (i,j)eA (i,j)€eA
1.$L1 Lal, ]-<12 ].$i1
= = N . 14 . it e
bzw, ;> __ti,j - __-ti,j SN und damit:
(i,3)€A. (i,j)ea
isi1 i:z»i?
& " o
R TR R AR T T
(i,j)ea (i,3)<A
iSi1 i>i2
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Hiermit folgt nun weiter

E t, . = SA -

(i,5)€n ' (i,3)€A

2
sowie ‘ !
>ty =8, £y 5 =Sa " 2t ,5773
(i,3)€A (i,j)ea (i,j3)ea
i>i1+1 i<i1+1 isi1

(2) Analog zu Teil (1).

Damit ist das Lemma (4.16) bewiesen.

(4.17) Definitionen

(1) Seien z1,22652. Dann heiBe die Menge
- 2 -
R(zq,2,) .-{zez_ Id,' (zq,2) + d1(z,22) = d1(z1,zz)}

das Rechteck zwischen z, und z

1 2=

(2) Sei Ac £% und ze€ A . Gilt fiir alle we A die Inklusion

R(w,z)C A, dann heiBe A kartesisch sternfdrmig
beziglich z.

(3) Sei Aczz. Existiert ein z€ A, so daB A beziiglich z

kartesisch sternf6rmig ist, dann heiBe A kartesisch

sternfdrmig.

(4.18) Lemma

Fir alle nicht leeren, kartesisch sternfdrmigen AC.‘.IN;x

2
MxN

Ist RNA = (¢, dann ist auch der Durchschnitt von A mit
einem der folgenden Rechtecke R1,R2,R3,R4 leer.

R1:= R ((111)'(17132))

R3:= R ((Mr1)l(l1I]2))

R4:= R ((M,N),(i1,j1))

und alle Rechtecke R:= R ((i1pﬁ1),(12,j2)) C NN gilt:

N
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Beweis

Sei ACM® _
MrIN 2
formige Menge, R = R ((11,31),(12,32))<: NM#N ein beliebiges
Rechteck und gelte: RNA = (. Zundchst werde die

Gliltigkeit der folgenden Hilfsbehauptung nachgewiesen.

eine beliebige nichtleere, kartesisch stern-

Behauptung:

Fiir alle z,€R z,E€ER z, €R

1 14 2 2.7 3 3
R(z1,z4)f\R ¥ ¢ und R(zz,z3)f\R ¥ @.

und z4€R4 gilt

Nachweis:

Diese Behauptung ist aufgrund des Beispiels in Bild 5
unmittelbar einzusehen. Da ein analytischer Beweis
schreibtechnisch recht aufwendig ist, m&chte ich ihn

mir ersparen.

| :
2z ||9 o .81
Y
A1 kFg__mﬂ__—_.__ |
lo o
|
- o
1 o] o
L_o
/l

Bild 5: Ein Beispiel zur Demonstration der Aussage des

Lemmas und der Hilfsbehauptung.
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Nun zum Beweis des Lemmas:

Da A nicht leer und kartesisch sternfdrmig ist, besitzt
2
MxN

gilt fir ein k €{1,2,3,4]}: z €R, . Sei beispielsweise z €R,.

A einen Zentralpunkt z € A. Wegen R1UR2UR3U R4 =N

Dann ist R4r\ A = (. Denn angenommen es gibt ein weR4f\A.

Wegen der kartesischen Sternfdrmigkeit von A beziiglich z
gilt dann: R(w,z) C A und somit wegen ANR = @:

R(w,z)NR = @.

Zufolge der obigen Behauptung gilt aber wegen zeR1 und
w€R4: R(w,z2)N\R ¥ @.

Dies ist ein Widerspruch. Also war die obige Annahme falsch,
d.h., es ist R,NA = @.

4

In den anderen mdglichen Fdllen, z €R z €R3 oder z €R4,

2!
verlduft der Beweis ganz analog.

Damit ist das Lemma (4.18) bewiesen.

(4.19) Lemma

Flir alle nichtleeren und kartesisch sternfdrmigen AClNl\zde

gilt: ) CAf\ A% ¢@.
Beweis

, 2 ; . . .
Sei ACINMxN eine beliebige nichtleere, kartesisch stern-

férmige Menge. Sei weiter
2

2
= N = i 3 3 3 ; ¥
CA lNM)‘N R ((11r31)r(12132)) C INMXN

und Riv Ry, R3» Ry wie im vorhergehenden Lemma (4.18).

Widerspruchsbewec is: Angenommen, es sei Cpf\A = RNA = @.
Zufolge Lemma (4.18) ist dann dor Durchschnitt von A mit

einem der Rechtecke R1, RZ’ R3 oder 'R4 leer. Sei beispiels-

welsfe RyNA = @. Wegen [i.], .;x;2] = CA’1/\[1,MJ gilt
zufolge Lemma (4.15.1)
v—_._- '.'.'—"“ N, 41
2 : ti,j 2> ‘; "i,j 2 5 Sy
(i,j)ea (i,j)eA
i siz 3 .{i1
_ R 1
und hiermit folgt wegen R’n A = @: \5 ti,j 2> 2 SA
(i,j)ea

32 3,1



o o L) o ! o o)

|
ﬁ;;::::: ;ﬁfh——“‘—"z{(i,i) E'Nr\zde I is j2+1}

~A

Bild 6: Ein Beispiel zur Demonstration des Beweisganges.

Wegen [j1, j2] & CA,Zn[1’N] gilt aber zufolge Lemma (4.15.2)

j2=max{k€iNN| E ti,jZ%SA}
(i,j)€A
jzk
und damit : j22=j2+1- Dies ist aber ein Widerspruch.

Auf analoge Weise erhdlt man auch fir sz\A =@,

R3f\A = @ oder R4f'\ A = @ einen Widersnruch.

Also war die obige Annahme CAnA = ¢ falsch, d.h. es gilt:
Cy,NA + @.

Damit ist das Lemma (4.19) bewiesen.

(4.20) Definir};n

Flr a;.le nichtlecren und kartesisch sternférmigen Mengen
A C INM"N sei definiert: g(a&):= 1 - inf(cAn A)

Hierbei ist 1.;5.1';:‘&‘ das Infinuww haziiglich der lexikographischen

Ordnung in W
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(4.21) Lemma

Fiir alle nichtleeren und kartesisch sternfdrmigen Mengen

_ 2 P
AC'NMxN und alle z€R™ gilt:

£,(g(A)) € £,(2).
Beweis

Sei Ac:mﬁxN eine beliegige nichtleere, kartesisch stern-
férmige Menge und z € R~ beliebig.

Zufolge der Definition (4.20) ist g(A)E,CA und damit gilt
zufolge der Definition (4.7):

f.(g(A)) = inf £ (z'")
o zer? B
Hiermit gilt dann wegen
inf £,.(z") < £,(2)
z'e R2 A B
natiirlich auch
fA(g(A))sz(z) .

Damit ist das Lemma (4.21) bewiesen.

(4.22) Definition

Sei nEJNMN . Dann bezeichne CHE die Gesamtheit aller
AnschluBbereichsvektoren (B1, Bus ssei Bn)ECfln , fir die
alle Bi(iean) katesisch sternfdrmig sind.
S, _ S -
Oln. { (B1 . B2, 5 .o Bn)e O[n Yie ANn. :31 ist kartesisch
sternfdrmig }.

(4.23) Lemma

Fir alle n€my,. und alle (B;, B, + --- B )EOS gilt:

(g(B), g(By), ..., g(an>)€.~;£‘n
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Beweis

Sei ne€Ny, und (By, B,, ..., B )EQL] beliebig.

Zufolge der Definition (4.20) gilt fiir alle i€an: g(Bi)GBi
Seien jetzt i,j€N mit i # j. Dann ist Bif'\Bj = @ und
somit gilts: g(Bi) ¥ g(Bj). Also ist der Vektor

(g(B1)l g(Bz)l e e o g(Bn))ein »

Damit ist das Lemma (4.23) bewiesen.

(4.24) Definition

Fir jedes n€N sei definiert:

MN
. S
gn'Oln °[h
(B1I le e ooy Bn) I-—-Pgn (B1r le s ooy Bn)==
= (g(B1), g(B2), g g(Bn)).

(4.25) Satz

Fir alle n€N, , fir alle BEQOl, und fir alle vedl, gilt:

L, (g,(B),B) L _(v,B).

Beweis

" _ s . _
Sei n€N, . , B = (B;, By, ..., Bn)EO'ln und v = (v,, V2"“Vn)e°fn
beliebig. Dann ist

n
Ln(gn(B) :B) => > ti,j.d‘] (g(Bk)'(ll1)) -
k=1 (i,3)€B,
n
=2 fa_ (9(3))  und
k=1
n n
L (v,B) => > ty,50dq v, (1,3)) = 2 ka (v,) .
k=1 (i,j)e€By k=1
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o : 2
Flir jedes kEan ist BkC'NMXN

sternfdrmig sowie vy € lR2. Zufolge Lemma (4.21) gilt daher
fir alle kean:

nichtleer und kartesisch

£, (g(B))<£f, (v,).
B, k Bk k
Hiermit folgt jetzt natilirlich sofort die Ungleichung
L,(g,(B),B) € L_(v,B).

Damit ist der Satz (4.25) bewiesen.

(4.26) Korollar

- s " )
Fiir alle n €N, und alle BéOln ist gn(B)(E.,Cn und damit gilt:

L (g_(B),B) = min L.(V,B) .
R n
veol

(4.27) Bemerkung

Aufgrund der Aussage dieses Korollars (4.26) liefert die
Abbildung Iy Ol_f’l —b-oCn eine L&sung der Aufgabe 7 (3.24),

sofern nur Béd‘q‘;c Ol,n ist.

(4.28) Definition

Fir alle nGINMN werde definiert:

2. n
fn: ( R™) —_"3n

z = f (2):= (f (z), f2,n(z)’“" fn,n(z))

1,n
. ' 2

Die Mengen f1’n(z), fz'n(z), ""fn,n(Z)E %( 'NMXN) der

Zerlegung fn(z)e 311 werden hierbei fir z = (z1, Zoyr eeey zn)é( IRZ)]

wie folgt rekursiv erklért:
2]

£1,002) = {wend, |

V:‘.E{Z, P ,n}: d1 (z1,w) sd,‘(zi,W)}
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, ke T }
£ () ={wemeN\}=J1 £),002 | Viefker, . ]

d1(zk,w) $d1(zi,w) }

=1

2

o

(4.29) Lemma

; 2, n

Fiir alle nEINMN , fur alle z = (z.l, Zoreeos zn)E (R™),

fir alle i,jean und fir alle wef:L n(z) gilts
’

d1(zi W) £ d1(zj , W) .

Ist auBerdem j <i, dann gilt sogar

d1(zi S W) <d1(zj , W).

Beweis

Sei neN z = (z z z_) € ( lR?‘)n i,j€N_ sowie
2 MN 4 1' 2""' n 14 ' & n

wElNMxN beliebig und gelte: w efi,n(z) 5

1.Fall: i = j

In diesem Fall ist d1 (zi JW) = d.I (zj ,w) und damit gilt

natlirlich auch die Ungleichung

d1(zi W) < d1(zj W) .

2. Fall i<j

Wegen w € fi n(z) gilt in diesem Fall zufolge¢ der Definition
4

der Menge fi n(z) in der Definition (4.28):
4

d,'(zi " w)gd,l(zj ; W).

3. Fall j<i
Wegen we £, (z) ist wd £, (z) und damit gilt zufolge der
1,0 450
Definition der Menge fj n(z) in der Definition (4.28):
’

d1(zi ,w)<d'](zj ; W) .

Damit ist das Lemma (4.29) bewiesen.



(4.30) Satz

Fir alle n€N

MN
Ln(z, fn(z)) < Ln(z,Z).
Beweis
Sei n€N z = (z z z )E(IRz)n und
B MN '/ 17 =2' " “n

7 = (Z1, Zor «ves Zn)e‘%n beliebig. Dann ist

n
L (z,f (2)) => > ty,57dq (2 4 (1,3))
k=1 (i,j)efk'n(z)
und
n
L (z,2) =D > ty, 57990z 4 (5,3)).

k=1 (i,j)ezk

Widerspruchsbeweis: Angenommen,es sei Ln(z,fn(z))> Ln(z,Z).
Da (f1'n(z), f2,n(z)' R fn,n(z)) und (Z1, ZZ""'Zn)

: 2
Zerlegungen des Netzrasters meN
(z) und ein 1€an mit we€Z

sind, gibt es dann ein

weE lN2 , ein kean mit wef

MxN k,n s

s0 daB gilt: d{zk W) D> d{zl , W),

Wegen w€fk n(z) gilt zufolge Lemma (4.29) aber andererseits
’

auch d')(zk W) Sd1(zl ,w) und damit liegt ein Widerspruch

vor. Also war die obige Annahme falsch, d.h. es gilt:

Ln(z,fn(z)) < Ln(z,Z).

Damit ist der Satz (4.30) bewiesen.

(4.31) Korollar

Flir alle nelNMN

L (v, £ (v)) < L (v,B).

, fiir ale veoCn und fir alle BeOI.n gilt:

, fir alle z €( R*)™ und fir alle Z€ 3, gilt:
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(4.32) Korollar

Fiir alle n€ Ny, und fir alle VEch gilt:

L (v,f (v)) € min L (v,B).
2 n BEOL 5

(4.33) Korollar

Fir alle n€N, , fir alle vesL und fiir alle BEOL, gilt:

Ln(v,fn(v)) sLn(v,B) "

(4.34) Bemerkung

Aufgrund der Aussage des letzten Korollars (4.32) liefert

die Abbildung fn:‘£%"*'3h unter Umstdnden eine L&sung der
Aufgabe 4 (3.15). Denn sei n€ [NMN sowie veoCn gegeben und
sei fn(v)ecnnc:‘%n , dann gilt zufolge Korollar (4.32):

Ln(v,fn(v)) = I;]é%l Ln(v,B).
n

(4.35) Satz

Fiir alle ne€m, und fir alle veoCn ist fn(v)é O'ln und es gilt:

Ln(v,fn(v)) = Igg(ljl Ln(v,B).
n

Beweis

Sei n €N,  und v = (v " vn)ecaCn beliebig. Dann ist

1t T2t v
zufolge der Definition (4.28) fn(v) = \f1'n!w), :Z’D(v),...,
fn’n(v))e %n und es gilt fiir alle i€M : v; € fi’n(v) .

Damit ist aber f, _(v) ¥ @ fir alle i€N_ und somit
’

fn(vﬁeO% . Zufolge Korollar (4.32) und zufolge der

Bemerkung (4.34) gilt hiermit:

L (v,f (v)) = min L_(v,B).
n . n n
BEO‘IL1

Damit ist der Satz (4.35) bewiesen.
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(4.36) Bemerkung

Es sei angemerkt, daB der letzte Satz (4.35) nur deshalb
so einfach zu beweisen war, weil an die Elemente von OIﬁ
so geringe Anforderungen gestellt werden. Siehe hierzu
auch die Bemerkungen in (2.4). Wie im folgenden gezeigt
wird, hat die Abbildung f_: ( Rz)“__..gn noch eine weitere

Eigenschaft, die sich als glinstig erweisen wird.

(4.37) Lemma

Fiir alle ne N , fir alle v = (v1,v2,...,vn)EoCn und fiir

MN

alle k€an gilt: £ (v) ist bezliglich v

X,n kartesisch

k

sternfdrmig.
Beweis

Sei n€Nyo , v = (v, Vo, «.uy vn)EoCn und k€N _ beliebig.
Es ist zu zeigen, daBf fir alle wefk n(v) gilt:
’

R(w,vk) c f (v) .

k;n

Sei also wef n(v) und uER(w,vk) beliebig. Dann gilt:
’

k

d1 (w,u) + d1(u,vk) = d1 (w,vk).

Widerspruchsbeweis: Angenommen, es sei u¢f (v) . Dann

k,n

gibt es ein 1€IN_mit 1 # k und ue€f () .

l1,n

1. Fall 1<k

Zufolge Lemma (4.29) gilt dann wegen wée€ £ (v) einerseits

k,n
d1 (w,vk) <d1 (w,vl) und wegen u € fl,n(v) andererseits

d1 (u,vl) sd1(u,vk) . Mit Hilfe dieser letzten Ungleichung,

der Dreiecksungleichung und der obigen Beziehung
d1(w,u) + d1(u,vk) = d1(w,vk) folgt weiter:
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d1 (WlVl) Sd1 (w,u) + d1 (ulvl) $d1 (wlu) * d1 (ulvk) = d‘] (W,Vk) ®

Dies ist aber ein Widerspruch zur obigen Ungleichung
d1 (w,vk) <d1 (w,vl) .

2: Fall 12> k

Zufolge Lemma (4.29) gilt dann wegen wefk n(v) einerseits
14

d, (w,vk) <4, (w,vl) und wegen ué€ fl,n(V) andererseits

d1 (u,vl) <d1 (u,vk) . Mit Hilfe dieser letzten Ungleichung,

der Dreiecksungleichung und der obigen Beziehung
d1 (w,u) + d1 (u,vk) = d1 (w,vk) folgt weiter:

dq(w,vy) € d,(w,u) + d,(u,vy) <d,(w,u) + d, (u,v,) = d, (W,vy) .
Dies ist aber ein Widerspruch zur obigen Ungleichung
In jedem Fall erhdlt man also einen Widerspruch. Damit
war die obige Annahme falsch, d.h. es gilt: ué€f, _(v).
14

Damit ist das Lemma (4.37) bewiesen.

(4.38) Lemma

Fiir alle n€IN_ . und filir alle veaCn gilt: £ (v)€ Olrs1 und

MN
g, (£, (v))e oCn.

Beweis

Sei nélNMN und v = (v1, Vor «eey vn)éocn' beliebig.

Zufolge Lemma (4.37) gilt dann fiir alle k€N : f (v)

k,n
ist bezliglich Vi kartesisch sternfdrmig. Also gilt:
= . s

B (V) = (£, (), £, V), ..., £ (V))EOL]

und somit ist aufgrund der Definition der Abbildung In
in der Definition (4.24) g, (£, (V) )€°Cn .

Damit ist das Lemma (4.38) bewiesen.
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(4.39) Definition

Aufgrund des Ergebnisses von Lemma (4.38) kann filir jedes

ne 'NMN definiert werden:
(1) hn: an ——-—oCn
v — hn(v): = gn(fn(v)).

(2) L:ol —= R,

v »——r-oﬁn(v):= Ln(v,fn(v)).

(4.40) Satz

F'ir alle nem o und alle veaCn gilt:

Z (h (V) <& (V).
Beweis

Sei n€N . und veoCn beliebig. Dann ist zufolge Lemma (4.38)
fn(v)e O‘lrs‘ 3 hn(v) = gn(fn(v) )éoCn und es gilt

ofn(v) =L (v, (v))

sowie

‘xn(hn(")) =L (h (v), £ (h (v))) =
=L (g (£ (v)), £ (g (£ (v)))).

Zufolge Satz (4.25) gilt nun
L (g (£ (v)), £.(v)) < L (v, £ (v))

und zufolge Korollar (4.33)
Ln(gn(fn(v))' fn(gn(fn(v))')) < Ln(gn(fn(V)) ’ fn(V)).
Zusammen gilt also aen(hn(v)) €L, v).

Damit ist der Satz (4.40) bewiesen.

(4.41) Satz

Flir alle nelN und alle Ve "Cn mit ;Cn('\'i") = min an(v) gilt:

MN
Ve aCn

L (¥*) = min IL_(v,B)

BeOlfl
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Beweis

Sei n€ Ny, und veec beliebig mit & (¥%) = minx (v) .

ve£
Zufolge Satz (4.35) gilt fir alle veoCn
& (v) =L _(v,£_(v)) = min L (v,B).
n n n B&OL
Hiermit folgt nun:
SC’n(?f'*) = min «in(v) = min L_(v,£ (v)) = min min L (v,B) =
ved V&C ved BeQl
n n nh
= min Ln(v,B) .
ve&
Bea.
Damit ist der Satz (4.41) bewiesen.
(4.42) Bemerkung
- . . oo Wy o
Fir jedes n€N, und jedes ¥'e L mit &L (¥*) Sizx“w)
n

ist also V™ oCn und B* = £, (V*)e()li eine L&sung der

Aufgabe 8 (3.27).

Anstelle der Aufgabe 8 (3.27) betrachte ich daher die
folgende einfachere Aufgabe 9 und anstelle der Aufgabe 8 a
(3.29) die folgende einfachere Aufgabe 9 a.

(4.43) Aufgabe 9

Gegeben: telNM A . nelN

Gesucht: '\}'*e_oC mit 88 (v“) = mlnx (v) .
veuC

(4.44) Aufgabe 9 a

MxN I
Gegeben: te€ INO ' I‘E'}“MN .

Gesucht: veoCn mit ‘;Cn(V)w min ;ﬁn(v) "

Vé“ch



(4.45) Algorithmus 6

Lésung der Aufgabe 9 a mit Hilfe der Abbildung h :ol —=df

Step O: Start
Step 1: Eingabe von te€ leng und nelNMN .

Step 2: Wahl von véd

Step 3: U:=¢@

Step 4: U:= Uu4{v}

Step 5: v:= hn(v)

Step 6: Wenn v §U, dann gehe nach Step 4.
Step 7: V:= v

Step 8: Stop

(4.46) sSatz

Der Algorithmus 6 ist ausfiihrbar.
Beweis

Teil 1: Step 2

Zufolge n€IN istch # (. Aus diesem Grunde ist die Wahl

MN
eines VEoCn m&glich.

Teil 2: Schleife.

Behauptung : Die Schleife wird nur endlich oft durchlaufen.

Nachweis durch Widerspruchsbeweis: Angenommen, die Schleife
wird unendlich oft durchlaufen. Dann ist card U = oo .
Andererseits ist aber cardoCUE N und es gilt: UCoCn

Dies ist ein Widerspruch.

Damit ist der Satz (4.46) bewiesen.
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(4.47) Bemerkung

Uber die praktische Ausfihrbarkeit des Algorithmus 6

sagt der Satz (4.46) relativ wenig aus. So ist beispiels-
weise die Wahl des Start-Lagevektors weiterhin v&1llig frei.
Und auch die Schleifenorganisation ist noch viel zu
aufwendig. Diese Schleifenorganisation kénnte aber um vieles
einfacher aufgebaut werden,wenn lediglich Fixpunkte der

Abbildung hn: .;Cn—->°Cn zu berechnen wéiren.

Da der Algorithmus 6, von einem Start-Lagevektor ausgehend,
in jedem Schleifendurchlauf einen neuen Lagevektor veéhl
berechnet und hierbei zufolge Satz (4.40) den Wert sﬁn(v)
des Glitefunktionals d%:ocd—*— R,nicht vergrdBert, sagt man
auch, daB der Algorithmus 6 ein "lokales Optimum" des

AnschluBnetzes ermittelt.

(4.48) Definitionen

SelxuemMN

(1) Ein V*eecn heiBe optimal, wenn gilt:

L (v) =mined (v).
n veiﬁ n

Die Gesamtheit aller optimalen v*eJ% werde mit QF;

. TR Cax
bezeichnet. °Cn'_{v Ecﬂn

& (v ) = min £ (V)
n Vﬁ£n n

. o : — ) > .

(2) Ein V'Eecn heiBc¢ ein Fixpunkt der Abbildung hn"x:ﬂ_*hcn'
wenn gilt: vo = hn(vo).
Die Gesamtheit aller Fixpunkte der Abbildung hn:oCn—*—aCn

werde mit gcg Lezeichnet.

oL2: { voeoCn

= o _ e
n:= v = h (v7) }

i3
&3
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(4.49) Bemerkung

Zunidchst ist klar, daB fir jedes nelNMN die Menge .f:
nicht leer ist (die Menge gCn ist endlich). Es ist aber

noch offen, ob auch ng fir jedes nElNMN nicht leer ist.

Mehrere kleinere durchgerechnete Beispiele zeigten jedoch,
daB die Menge ng stets mindestens ein Element enthielt

(zumeist enthielt die Menge ocg sogar relativ viele

Elemente) .

*
Die Mengen @, oCﬁ selber und auch die Relationen zwischen
diesen beiden Mengen sind also noch genauer zu erforschen.



5. SCHLUSSBEMERKUNGEN

Hier im Rahmen dieser SchluBbemerkungen soll kurz darauf
eingegangen werden, wie die Untersuchungen zum Problem
der Kostenoptimierung von Nachrichtensystemen mit zentra-

ler Vermittlung weiterzufiihren sind.

In Verbindung mit den verschiedenen Optimierungsaufgaben
des 3. Abschnittes ist es von groBem Interesse, wie bei
realen Nachrichtensystemen die Zusammenhdnge zwischen den
einzelnen Termen der Kostenfunktion aus (2.13) geartet
sind. Denn die Frage, ob die verschiedenen N&dherungs-
l6sungen der vereinfachten Optimierungsaufgaben tatsdch-
lich auch eine brauchbare Ndherungsldsung der Aufgabe 1
(3.2) ergeben, ist vermutlich nur bei einer genauen Kennt-
nis dieser Zusammenhdnge zu beantworten. Aus diesem
Grunde sollen als ndchstes die Kostenrelationen in groBen
Fernsprechortsnetzen mit mehreren Vermittlungsstellen
genauer analysiert werden. Diese groficn Fernsprechorts-
netze sind fiir die Analyse der Kostenrelationen sicher-
lich am besten geeignet, denn einerseits licgen liber sie
die ausilihrlichsten Informationen vor (siehe beispiels-
weise in [2, 9, 10, 14] ), und andererseits iLst das Haupt-
ziel der gesamien tiberlegungen doch die Entwicklung

eines Optimierun:gsverfahrens fiir Fernsprechsysteme (und
Fernsprechortsnetze mit mehreren Vermittlungsstellen

sind nun einmal in jedem Fernsprechsystem vorhanden).

Auch bei der Untersuchung des Algorithmus zace “lokalen
Optimierung” de:: AnschluBnetzes im 4. Abschnitt sind

einige Fraanen offen geblieben. Da sind zum einen die

Fragen naclhi der Wahl eines glinstigen Start-Lagevektors,
nach der Vereinfachung der Schleifenorganisation und nach
den Zusammenhang zwischen den Mengen Jj: und ch(:. Zum anderen
aber auch die Frage nach oiner Modifikation des angegebenen

Algorithmus, so daB sich die obigen drei Fragen eventuell



leichter beantworten lassen. Im AnschluB an die Analyse
der Kostenrelationen in Fernsprechortsnetzen soll an

der Beantwortung dieser Fragen weitergearbeitet werden.
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6. DIE WICHTIGSTEN FORMELZEICHEN

A Verkehrsangebot 14
k k k k,1 k,1
AT, Ax, Ax(H), Ax (H), Ax,y Verkehrsangebot 13

o(k reelle Konstante 15
ot Menge der AnschluBbereichsvektoren 7

(04 Menge spezieller AnschluBbereichsvektoren, Teilmenge

von Cnh 8

Clz Menge spezieller AnschluBbereichsvektoren, Teilmenge

von 01\'1 51

B AnschluBbereichsvektor 7
,Gk'l reelle Konstante 16

ﬁk'l reelle Konstante 15
X,y

card Kardinalzahl, Anzahl der Elemente 61

C Teilmenge von R> 37

A1’ CA,Z Teilmengen von (R 37

1
Tx,y reelle Konstante 15

d Metrik ( entweder d1 oder d2 ) 9
d1 kartesische Metrik 9
d,  euklidische Metrik 9
%; Differentialoperator 35
] ) 5
3%’ 3y partieller Differentialoperator 35
fi Entfernungsfunktion 14
L]
£ Entfernungsfunktion 15
fA’ f%'l, ?X,z Abbildunuen von IR %R in R 32
fA,l’ fA,Z Abbildungen von R in IR 32
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fA,l' fA,Z Ableitungen von fA,l’ fA,Z 34
f;fl Umkehrabbildung von £, | 38

£ Abbildung von (R%)"™ in 3 53
fk,n(z) Teilmenge von mixN 53

s
9, Abbildung von Ot  in aCn 52

g(A) = l-inf(CAf\A) reelle Zahl 50

h Abmessung der Fldchengrundeinheit 6
h1 Lange der Fldchengrundeinheit 5
h2 H6he der Flachengrundeinheit 5
h Abbildung von °Cn in °Cn 59
2
H Teilmenge von INMxN 12
i natirliche Zahl 5
il’ 12 natirliche Zahlen 41
inf Infinum, gr6Bte untere Schranke 3%
id R identische Abbildung von m+ 10
+ ,
3 natilirliche Zahl 5

jl’ j2 natlirliche Zahlen 41

: 2. n .
K Kostenfunktion von ( R®) "gh?AG% in R, 20

1 Verbindungsleitungsmatrix 18

1 3 Komponente der Verbindungsleitungsmatrix 1, nicht-

negative ganze Zahl 18
o lgr reelle Konstanten 9
il spezielle Verbindungsleitungsmatrix 21

1*(n), 1*(n™) spezielle Verbindungsleitungsmatrizen 23
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T, 1(n) spezielle Verbindungsleitungsmatrizen 23
T spezielle Verbindungsleitungsmatrix 24
f spezielle Verbindungsleitungsmatrix 26

l-inf Infinum beziliglich der lexikographischen Ordnung

in m2 50

o Kostenfunktion von °Cn in R, 59

n
ol Menge der Lagevektoren 7

~

:, ocg spezielle Mengen Von Lagevektoren, Teilmengen
von °cn 62

min Minimum 21

M Linge des Netzrasters, natilirliche Zahl 5

n Anzahl der Vermittlungsstellen 7

™ spezielle Anzahl der Vermittlungsstellen 21
st spezielle Anzahl der Vermittlungsstellen 23
N Hohe des Netzrasters, natilirliche Zahl 5

IN Menge der natiirlichen Zahlen 7

INo Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen 18

INn Menge der natiirlichen Zahlen =n 7
INq Menge der natilirlichen Zahlen =g 11

Menge der natirlichen Zahlen <=MN 8

IN2 Menge der Paare naturlicher Zahlen 50

'N;KN Menge der Paare natiirlicher Zahlen (i,)) mit
i =M und 3j €N 5
nxn . :
INO Menade der n mal n Matrizen aus nichtnegativein
ganzen Zahlen 18
- MxN R ,
IN Menge der ™M mai N Matrizen aus nichtnegativen

ganzen Zahlen 6
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Py Preisfunktion von R, in R, 9

P, Preisfunktion von INO in R, 19

'P3 Preisfunktion von IR+ in R, 19

12 Potenzmenge, Gesamtheit aller Teilmengen 32
2 2

1?(INMxN) Potenzmenge von ‘NMxN 32

(1?(IN§,N))n Menge der n-Tupel von Elementen aus der
Menge QQ(INi‘N) 32

IR Menge der reellen Zahlen

mz Menge der Paare reeller Zahlen 5

(|R2)n Menge der n-Tupel von Elementen aus IR2 7
:m+ Menge der nichtnegativen reellen Zahlen 9
R:’n Menge der n mal n Matrizen aus nichtnegativen
reellen Zahlen 18
IRExN Menge der M mal N Matr zen aus nichtnegativen
reellen Zahlen 11
( RTxN)MxN Menge der M mal N Matrizen mit Komponen-
ten aus RT”N 11
R(zl,zz) Rechteck, Teilmenge von 22 50
Q reelle Konstante 20
sgn  Signum-Funktion 34
SA nichtnegative ganze 2Zahl 39
. 2
S(x;r) Sphédre in meN 14
t Teilnehmerprofil 6
ti . Komponente des Telilnehmerprofils t, nichtnegative
’
ganze Zahl 6

t.s £, t(H),tk(H) Anzahl von Teilnehmern 12

T Menge aller Teilnehmer 11
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j;,ka spezielle Mengen von Teilnehmern, Teilmenge von

g 11

ﬂ;k spezielle Menge von Teilnehmern, Teilmenge von J 12

v Lagevektor 7

v spezieller Lagevektor 21

v¥*(n), v¥(n*) spezielle Lagevektoren 22

v, ¥(n) spezielle Lagevektoren 23

v spezieller Lagevektor 24

v spezieller Lagevektor 26

v Verkehrsprofil 11

Vx,y Komponente des Verkehrsprofils V, nichtnegative

reelle Zahl 11

Vi:; Verkehrsangebot, nichtnegative reelle Zahl 14

Vn Kostenfunktion von ( Rz)nfogxn in R, 19

4gn Menge der Verbindungsleitungsmatrizen 18

4@;(8) spezielle Menge von Verbindungsleitungsmatrizen,
Teilmenge von 4@; 19

W (B) Verkehrsmatrix 18

Wi,j(B) Komponente der Verkehrsmatrix Ww(B), nichtnega-

tive reelle Zahl 18

z Menqge der ganzen Zahlen

zz Menge der Paare ganzer Zahian 47

Eén Menge der Zerlegungen von iN;xN 7

= ist gleich 5

¥ ist ungleich 7

t= ist definitionsgemdB gleich 7
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x

- TY cm

ist ungefdhr gleich 15
ist Element von 6

ist nicht Element von 24
ist Teilmenge von 10
Vereinigung 6
Durchschnitt 6
Mengendifferenz 34
kartesisches Mengenprodukt 5
leere Menge”. h
Mengenklammer 7

fir alle, Allquantor 7
impliziert 7 o
Abbildungspfeil 9
Zuordnungspfeil 9
Summenzeichen 10

Betrag einer Zahl 9
Anzahl 'der Elemente 12
Betragssummennorm 9
euklidische Norm 9
abgeschlossenes Intervall 5
Zahlenpéar 6

offenes Intervall 40

Kostenfunktion von ( le)nx an

in

10
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